
第三章  函数极限与连续函数 
 

习  题  3.1  函数极限 
 

1. 按函数极限的定义证明： 

⑴ lim
x→2

x 3＝8；  ⑵ lim
x→4

x  = 2； 

⑶ lim
x→3

x
x
−
+

1
1

 ＝ 1
2
；  ⑷ lim

x→∞

x
x
+
−
1

2 1
 = 1

2
； 

⑸ lim ln
x

x
→ +0

= −∞；  ⑹ lim
x→+∞

e− x＝0； 

⑺ lim
x→ +2

2
42

x
x −

= +∞；  ⑻ lim
x→−∞

x
x

2

1+
= −∞。 

证 （1）先取 12 <−x ，则 31 << x ， 219)2)(42(8 23 −<−++=− xxxxx ，

于是对任意的 0>ε ，取 0
19

,1min >
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

εδ ，当 δ<−< 20 x 时，成立 

ε<−<− 21983 xx ，所以 

lim
x→2

x 3＝8。 

（2）首先函数 x的定义域为 ，且0≥x 4
2
1

2
4

2 −≤
+

−
=− x

x
x

x ，于是

对 任 意 的 0>ε ， 取 { } 02,4min >= εδ ， 当 δ<−< 40 x 时 ， 成 立

ε<−≤− 4
2
12 xx ，所以 

lim
x→4

x = 2。 

（3）先取 13 <−x ，则 42 << x ，
)1(2

3
2
1

1
1

+
−

=−
+
−

x
x

x
x 3

6
1

−< x ，于是对任

意 的 0>ε ， 取 { } 06,1min >= εδ ， 当 δ<−< 30 x 时 ， 成 立

2
1

1
1
−

+
−

x
x ε<−< 3

6
1 x ，所以 

lim
x→3

x
x
−
+

1
1
＝

1
2
。 

（4）先取 1>x ，则 xx ≥−12 ，
2
1

12
1
−

−
+

x
x

122
3
−

=
x x2

3
≤ ，于是对任意

的 0>ε ，取 0
2
3,1max >
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

ε
X ，当 Xx > 时，成立

2
1

12
1
−

−
+

x
x ε<≤

x2
3

，

所以 

 lim
x→∞

x
x
+
−
1

2 1
= 1

2
。 
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（5）对任意的 ，取 ，当0>G 0>= −Geδ δ<< x0 时，成立 ，所

以 
Gx −<ln

lim ln
x

x
→ +0

= −∞。 

（6）对任意的 10 << ε ，取 01ln >=
ε

X ，当 时，成立 ，

所以 

Xx > εε =<< − ln0 ee x

lim
x→+∞

e− x＝0。 

（7）先取 120 <−< x ，则 32 << x ， 1
2

2
>

+x
x

，于是对任意的 ，取 0>G

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

G
1,1minδ ，当 δ<−< 20 x 时，成立 G

xxx
x

x
x

>
−

>
−+

=
− 2

1
)2)(2(

2
4

2
2 ，

所以 

lim
x→ +2

2
42

x
x −

= +∞。 

（8）先取 ，则1−<x 1
1
>

+x
x

，于是对任意的 ，取 ，

当 时，成立

0>G { GX ,1max= }

Xx −< Gx
x
x

−<<
+1

2
，所以 

lim
x→−∞

x
x

2

1+
= −∞。 

2. 求下列函数极限： 

⑴ lim
x→1

x
x x

2

2

1
2 1

−
− −

；  ⑵ lim
x→∞

x
x x

2

2

1
2 1

−
− −

； 

⑶ lim
x→0

3 5 2
3

5 3

5 3

x x
x x x

− +
− +

x
；  ⑷ lim

x→0

( )( )1 2 1 3 1+ + −x x
x

； 

⑸ lim
x→0

( )1 1+ −x
x

n

；  ⑹ lim
x→0

( ) ( )1 1
2

+ − +mx nx
x

n m

； 

⑺ lim
x a→

sin sinx a
x a
−
−

；  ⑻ lim
x→0

x
x

2

1− cos
； 

⑼ lim
x→0

cos cosx x
x
− 3

2 ；  ⑽ lim
x→0 3

sintan
x

xx −
。 

解 

（1） lim
x→1

x
x x

2

2

1
2 1

−
− − 1

lim
→

=
x

=
+
+

12
1

x
x

3
2
。 

（2） lim
x→∞

=
−−

−
12

1
2

2

xx
x

2
1
。 

（3） lim
x→0

3 5 2
3

5 3

5 3

x x x
0

lim
→

=
xx x x

− +
− +

=
+−
+−

42

42

3
352
xx
xx

3
2
。 

（4） lim
x→0

=
−++

x
xx 1)31)(21( lim

x→0
=

−++
x

xx 1)651( 2
5。 
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（5） lim
x→0

=
−+

x
x n 1)1( lim

x→0
=

+++
x

xxCxC n
nn

221

n。 

（6） lim
x→0 2

)1()1(
x

nxmx mn +−+  

0
lim
→

=
x 2

222222 )1()1(
x

xnxnCmnxxmxmCnmx mm
m

nn
n ++++−++++  

)(
2
1 mnnm −= 。 

（7） lim
x a→

=
−
−

ax
ax sinsin lim

x a→ ax

axax

−

−+
2

sin
2

cos2
acos= 。 

（8） lim
x→0

=
− x

x
cos1

2
lim
x→0

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin2 2

2

x
x

2。 

（9） lim
x→0

=
−

2
3coscos

x
xx lim

x→0
=2

2sin4sin2
x

xx 4。 

（10） lim
x→0

=
−
3
sintan

x
xx lim

x→0
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xx

xx

cos
2

sinsin2

3

2

2
1
。 

3. 利用夹逼法求极限： 

⑴ lim
x→0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 1
；  ⑵ lim

x→+∞
x x

1

。 

解（1） ，当0>∀x
n

x
n

1
1

1
≤<

+
，有 11

1
≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡<

+ x
x

n
n

。由 1
1

lim =
+∞→ n
n

n
，可知 

+→0
lim

x
11

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
x 。 ，当0<∀x

1
11
+

−≤<−
n

x
n

，有
n

n
x

x 111 +
<⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡≤ 。由 11lim =

+
∞→ n

n
n

，

可知
−→0

lim
x

11
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 。由此得到 

0
lim
→x

11
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 。 

（2）当 1+<≤ nxn ，有 nxn nxn
11

1
1

)1( +<<+ 。由
∞→n

lim 11
1

=+nn 与
∞→n

lim 1)1(
1

=+ nn ，

得到 

lim
x→+∞

1
1

=xx 。 

4. 利用夹逼法证明： 

   (1) lim
x→+∞ x

k

a
x  = 0   (a＞1，k为任意正整数)； 

   (2) lim
x→+∞

ln k x
x

 = 0  (k为任意正整数)。 
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解（1）首先有 ][
)1]([0 x

k

x

k

a
x

a
x +

<< ，由 0)1(lim =
+

∞→ n

k

n a
n

即得到 

lim
x→+∞

x
a

k

x  = 0。 

（2）令 ，则tx =ln t

kk

e
t

x
x
=

ln
，且当 +∞→x 时，有 +∞→t 。再利用（1）

的结论，即得到 

lim
x→+∞

ln k x
x

 = 0。 

5. 讨论单侧极限： 

   (1) = f x( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<<
<<

≤<

,322
,21,

,10,
2
1

2

xx
xx

x
x

 在 x = 0,1,2三点； 

   (2)  = f x( )
2

2 1

1

1

x

x

+

−

1
，    在 x = 0点； 

   (3) Dirichlet函数 

D (x) =  在任意点； 
⎩
⎨
⎧

,,0
,,1

为无理数

为有理数

x
x

   (4)  = f x( )
x
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

x
1 , 在 x = 1

n
（n = 1 2 3, , , ）。 

解（1） +∞=
+→

)(lim
0

xf
x

，
2
1)(lim

1
=

−→
xf

x
， 1)(lim

1
=

+→
xf

x
， 4)(lim

2
=

−→
xf

x
， 。 4)(lim

2
=

+→
xf

x

（2） 1)(lim
0

−=
−→

xf
x

， 1)(lim
0

=
+→

xf
x

。 

（3） 在任意点无单侧极限。 )(xD
（4） 0)(lim

1
=

−→
xf

n
x

， 1)(lim
1

=
+→

xf
n

x
。 

6. 说明下列函数极限的情况： 

   (1) lim
x→∞

sin x
x

;              (2) lim
x→∞

e sinx x ; 

   (3) lim
x→+∞

x
x

α sin
1 ;           (4) lim

x→∞

2

11
x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ; 

   (5) lim
x→∞

x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

11 ;          (6) lim
x→ +0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

xx
11
。 

解（1） lim
x→∞

=
x

xsin 0。 

（2） ，
−∞→x

lim 0sine =xx

+∞→x
lim e sinx x极限不存在，所以 lim

x→∞
e sinx x极限不

存在。 
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（3）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>∞+
=
<

=
+∞→

1
11
10

1sinlim
α
α
α

α

x
x

x
。 

（4）
+∞→x

lim +∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

11
x

x
，

−∞→x
lim 011

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x

x
，所以 lim

x→∞

2

11
x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 极限不存

在。 

（5） lim
x→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x

x2
11 1。 

（6）取
n

xn
1' = ，

2
1

1"

+
=

n
xn ，则

∞→n
lim 011

'' =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

nn xx
，

∞→n
lim

2
111

"" =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

nn xx
，

所以 lim
x→ +0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

xx
11
极限不存在。 

7．设函数 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
=

||
sin

1

2)( 4

1

x
x

e

exf
x

x
。 

问当 时， 的极限是否存在？ 0→x )(xf

解 由于 =
+→

)(lim
0

xf
x

110sin

1

2lim 41

1

0
=+=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
+→ x

x

e

e

x

x

x
， 

=
−→

)(lim
0

xf
x

112sin

1

2lim 4

1

0
=−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+

+
−→ x

x

e

e

x

x

x
，所以 

1
||

sin

1

2lim)(lim 4

1

00
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+
=

→→ x
x

e

exf
x

x

xx
。 

8. 设  = A（a≥0），证明：lim
x a→

f x( ) lim
x a→

f x( )2  = A 。 

证  设  = A（a≥0），则lim
x a→

f x( ) 0>∀ε ， 0'>∃δ ， )'0( δ<−<∀ axx ，有 

ε<− Axf )( 。取 0
21
',1min >

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
=

a
δδ ，则当 δ<−< ax0 时，首先有

aax 21+<+ ， 于 是 ax −< 20 '))(( δ<−+= axax ， 从 而

ε<− Axf )( 2 ，这就说明了 lim
x a→

f x( )2  = A 。 

9. (1) 设  = A，证明：  = A 。 
0

lim
→x

)( 3xf
0

lim
→x

)(xf
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  (2) 设  = A，问是否成立  = A？ 
0

lim
→x

)( 2xf
0

lim
→x

)(xf

证  （1）设  = A，则
0

lim
→x

)( 3xf 0>∀ε ， 0'>∃δ ， )'0( δ<<∀ xx （即

33 '0 δ<< x ），有 ε<− Axf )( 3 。取 ，则当0'3 >= δδ δ<< x0 时，有

3
1

0 x< 'δ< ，从而 ε<− Axf )( ，这就说明了 = A 。 
0

lim
→x

)(xf

（2）当 = A时，不一定成立 = A。例如： ，

则 ，但极限 不存在。 
0

lim
→x

)( 2xf
0

lim
→x

)(xf
⎩
⎨
⎧

<
>

=
00
01

)(
x
x

xf

0
lim
→x

1)( 2 =xf
0

lim
→x

)(xf

10. 写出下述命题的“否定命题”的分析表述： 
   (1) { }是无穷小量； xn

   (2) { }是正无穷大量； xn

   (3) 在 的右极限是 A； f x( ) x0

   (4) 在 的左极限是正无穷大量； f x( ) x0

   (5) 当 x → ∞− , 的极限是 A； f x( )
   (6) 当 x→ ∞+ ， 是负无穷大量。 f x( )
解（1） 00 :,,0 εε ≥>∃∀>∃ nxNnN 。 
（2） 。 00 :,,0 GxNnNG n ≤>∃∀>∃

（3） 0000 )(:),(,0,0 εδδε ≥−+∈∃>∀>∃ Axfxxx 。 
（4） 0000 )(:),(,0,0 GxfxxxG ≤−∈∃>∀>∃ δδ 。 
（5） 00 )(:),(,0,0 εε ≥−−−∞∈∃>∀>∃ AxfXxX 。 
（6） 00 )(:),(,0,0 GxfXxXG −≥+∞∈∃>∀>∃ 。 
11. 证明 = 的充分必要条件是：对于任意从右方收敛于

的数列{ } ，成立 

lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ x0

xn )( 0xxn >

lim
n→∞

f xn( ) = ∞+ 。 

证  必要性：由 =lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ ，可知 0>∀G ， 0>∃δ ， )0( 0 δ<−<∀ xxx ：

。因为数列{ } 收敛于 ，对于上述Gxf >)( xn )( 0xxn > x0 0>δ ， ，

：

N∃

Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立 ，即

= 。 
Nn > Gxf n >)(

lim
n→∞

f xn( ) ∞+

充分性：用反证法。设 =lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ 不成立，则 00 >∃G ， 0>∀δ ，

)0( 0 δ<−<∃ xxx ： 。取0)( Gxf ≤
nn
1

=δ ， ,3,2,1=n ： 

  对于 11 =δ ， )10( 011 <−<∃ xxx ： 01)( Gxf ≤ ； 

 39



对于
2
1

2 =δ ， )
2
10( 022 <−<∃ xxx ： 02 )( Gxf ≤ ； 

,   

对于
kk
1

=δ ， )10( 0 k
xxx kk <−<∃ ： 0)( Gxf k ≤ ； 

,   
于是得到数列{ } 收敛于 ，但相应的函数值数列{ }不
可能是无穷大量，由此产生矛盾，所以 =

xn )( 0xxn > x0 )( nxf

lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ 成立。 

12. 证明 = 的充分必要条件是：对于任意正无穷大量{ }, 

成立 
+∞→x

lim f x( ) ∞− xn

lim
n→∞

f xn( ) = ∞− 。 

证  必要性：由 =
+∞→x

lim )(xf ∞− ，可知 0>∀G ， 0>∃X ， Xx >∀ ： 。

因为数列{ }是正无穷大量，对于上述 ，

Gxf −<)(

xn 0>X N∃ ， Nn >∀ ： 。

于是当 时，成立

Xxn >

Nn > Gxf n −<)( ，即 =lim
n→∞

f xn( ) ∞− 。 

充分性：用反证法。设 =
+∞→x

lim )(xf ∞− 不成立，则 00 >∃G ， 0>∀X ， ：

。取 ， ： 

Xx >∃

0)( Gxf −≥ nX n = ,3,2,1=n

  对于 ，11 =X 11 >∃x ： 01)( Gxf −≥ ； 
对于 ， ：22 =X 22 >∃x 02 )( Gxf −≥ ； 

,   
对于 ， ：kX k = kxk >∃ 0)( Gxf k −≥ ； 

,   
于是得到数列{ }为正无穷大量，但相应的函数值数列{ 不可能

是负无穷大量，由此产生矛盾，所以 =
xn })( nxf

+∞→x
lim )(xf ∞− 成立。 

13. 证明 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意正无穷

大量{ }，相应的函数值数列{ }收敛。 

lim
x→+∞

f x( )

xn f xn( )
证  必要性：设 ，则lim

x→+∞
Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃X ， Xx >∀ ： ε<− |)(| Axf 。

因为数列{ }是正无穷大量，对于上述 ，xn 0>X N∃ ， Nn >∀ ： 。

于是当 时，成立

Xxn >

Nn > ε<− |)(| Axf n ，即
∞→n

lim Axf n =)( 。 

充分性：因为对于任意正无穷大量{ }，相应的函数值数列 xn

{ }收敛，我们可以断言{ }收敛于同一个极限。如果存在正
无穷大量{ }与{ }，使得

f xn( ) f xn( )

nx' nx" Axf nn
=

∞→
)'(lim ， Bxf nn

=
∞→

)"(lim ，且 BA ≠ ，

则取 ， ，{ }仍然是正无穷大量，但相应的函数值
数列{ }不收敛。 

nn xx '12 =− nn xx "2 = xn

f xn( )
设{ }都收敛于同一个极限f xn( ) A，现用反证法证明 。 lim

x→+∞
Axf =)(
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设 lim
x→+∞

Axf =)( 不成立，则 00 >∃ε ， 0>∀X ， Xx >∃ ： 0|)(| ε≥− Axf 。

取 ， ： nX n = ,3,2,1=n

  对于 ，11 =X 11 >∃x ： 01 |)(| ε≥− Axf ； 
对于 ， ：22 =X 22 >∃x 02 |)(| ε≥− Axf ； 

,   
对于 ， ：kX k = kxk >∃ 0|)(| ε≥− Axf k ； 

,   
于是得到数列{ }为正无穷大量，但相应的函数值数列{ 不收敛

于

xn })( nxf

A，由此产生矛盾，所以
+∞→x

lim Axf =)( 。 

14．分别写出下述函数极限存在而且有限的 Cauchy 收敛原理，并加
以证明： 
（1） ；（2） ；（3） 。 lim

x x→ 0

f x( ) lim
x x→ +0

f x( ) lim
x→−∞

f x( )

解  （1）极限 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给

定的

lim
x x→ 0

f x( )

0>ε ，存在 0>δ ，对一切 { }δ<−<∈ 00",' xxxxx ，成立 
ε<− )"()'( xfxf 。 

先证必要性。设 ，则lim
x x→ 0

Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃δ ， 

{ }δ<−<∈∀ ||0",' 0xxxxx ：
2

|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }，xn 0xxn ≠ ， 0lim xxnn

=
∞→

，则对于条件中

的 0>δ ， ， ：N∃ Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立Nnm >>

ε<− )()( nm xfxf 。这说明函数值数列{ })( nxf 是基本数列，因而收敛。

再根据相应的 Heine定理，可知 存在而且有限。 lim
x x→ 0

f x( )

（2） 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的lim
x x→ +0

f x( )

0>ε ，存在 0>δ ，对一切 { }δ<−<∈ 00",' xxxxx ，成立 ε<− )"()'( xfxf 。 
先证必要性。设 ，则lim

x x→ +0

Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃δ ， 

{ }δ<−<∈∀ 00",' xxxxx ：
2

|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }， ，xn 0xxn > 0lim xxnn

=
∞→

，则对于条件中

的 0>δ ， ， ：N∃ Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立Nnm >>

ε<− )()( nm xfxf 。这说明函数值数列{ })( nxf 是基本数列，因而收敛。

再根据相应的 Heine定理，可知 存在而且有限。 lim
x x→ +0

f x( )
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（3）lim 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的
x→−∞

f x( ) 0>ε ，

存在 ，对一切 ，成立0>X Xxx −<",' ε<− )"()'( xfxf 。 
先证必要性。设

−∞→x
lim Axf =)( ，则 0>∀ε ， 0>∃X ， ：Xxx −<∀ ",'

2
|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }，xn −∞=

∞→
nn

xlim ，则对于条件中的 ，

， ： 。于是当 时，成立

0>X

N∃ Nn >∀ Xxn −< Nnm >> ε<− )()( nm xfxf 。

这说明函数值数列{ 是基本数列，因而收敛。再根据相应的 Heine
定理，可知 存在而且有限。 

})( nxf

lim
x→−∞

f x( )

15．设 在 上满足函数方程)(xf ),0( +∞ )()2( xfxf = ，且 ，证

明 

lim
x→+∞

Axf =)(

),0(,)( +∞∈≡ xAxf 。 
证 ，利用),0(0 +∞∈∀x )2()( xfxf = 得到 ，由于 )2()( 00 xfxf n=

Axfxf
x

n

n
==

+∞→∞→
)(lim)2(lim 0 ，得到 ),0(,)( +∞∈≡ xAxf 。 
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习  题 3.2  连续函数 
 
1. 按定义证明下列函数在其定义域连续： 
    (1) y = x；               (2) y = sin

x
1
； 

    (3)  y = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

.0,1

,0,sin

x

x
x

x
  

证 （1）函数 y= x的定义域是 ),0[ +∞=D 。设 Dx ∈0 ，对任意的 0>ε ，

取 ，当02 >= εδ δ<− 0xx （ Dx∈ ）时，成立 
ε<−≤− 00 xxxx ， 

所以函数 y = x在其定义域连续。 

（2）函数 y = sin 1
x
的定义域是 ),0()0,( +∞−∞= ∪D 。设 ，对任意

的

Dx ∈0

0>ε ，取 0
2

||
,

2
||

min
2

00 >
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= εδ
xx

，当 δ<− 0xx 时，成立 

0

1sin1sin
xx

−
0

11
xx

−≤ ε<
−

<
−

= 2
0

0

0

0 2

x

xx
xx

xx
， 

所以函数 y=sin 1
x
在其定义域连续。 

（3）函数 y=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

0,1

,0,sin

x

x
x

x
 的定义域是 ),( +∞−∞=D 。由于 1sinlim

0
=

→ x
x

x
，

可知函数在 00 =x 连续。设 00 ≠x ，对任意的 0>ε ，取 

0
)1(2

||
,

2
||

min
0

2
00 >

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
= εδ

x
xx

，当 δ<− 0xx 时，成立 

0

00

0

0 sinsinsinsin
xx

xxxx
x

x
x

x −
=−

0

0000 sinsinsin
xx

xxxxxx −+−
≤  

ε<−
+

< 02
0

0 )1(2
xx

x

x
， 

所以 y=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

0,1

,0,sin

x

x
x

x
在其定义域连续。 

2. 确定下列函数的连续范围： 

⑴ y = x + csc x ； tan  ⑵ y = 1
cos x
； 

⑶  y = ( )(x x
x

− −
+

1 3
1

)
；  ⑷ y = [x] ln (1+x)； 
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⑸  y = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
1
；  ⑹ y = sgn (sin x)。 

解（1） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∈ 2
)1(,

2
ππ kk

Zk
∪ 。 

（2） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∈ 2
2,

2
2 ππππ kk

Zk
∪ 。 

（3） ( ] [ )+∞− ,31,1 ∪ 。 
（4）{ }+∉−> N,1| xxx 。 

（5）{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠∈+∞−∞ 0,|1\),0()0,( kZk

k
∪ 。 

（6） ( )ππ )1(, +
∈

kk
Zk
∪ 。 

3. 若 在点 连续，证明 与 | f | 在点 也连续。反之，若

或 | f x | 在点 连续，能否断言 在点 连续? 
f x( ) x0 f x2 ( ) x( ) x0

f x2 ( ) ( ) x0 f x( ) x0

解 设 在点 连续，则f x( ) x0 10 <<∀ ε ， 0>∃δ ， )( 0 δ<−∀ xxx ，有 
ε<− )()( 0xfxf ，同时还有 )(21)()( 00 xfxfxf +<+ ，于是成立 

)()( 0
22 xfxf − ε))(21())()())(()(( 000 xfxfxfxfxf +<−+=  

与 
≤− |)(||)(| 0xfxf ε<− )()( 0xfxf ， 

这说明 与 | f x | 在点 也连续。 f x2 ( ) ( ) x0

  反之，若 或 | f x | 在点 连续，则不能断言 在点 连续。

例如： 在点

f x2 ( ) ( ) x0 f x( ) x0

⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
01
01

)(
x
x

xf 00 =x 不连续，但 或 | f | 在点

是连续的。 

f x2 ( ) x( ) 00 =x

4. 若 在点 连续，f x( ) x0 g x( )在点 不连续，能否断言 在点 不

连续?   
x0 )()( xgxf x0

又若 与f x( ) g x( )在点 都不连续，则上面的断言是否成立? x0

解  若 在点 连续，f x( ) x0 g x( )在点 不连续，不能断言 在点

不连续：例如 在点

x0 )()( xgxf x0

0)( ≡xf 00 =x 连续， 在点 不连

续，但
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
02
01

)(
x
x

xg 00 =x

0)()( ≡xgxf 在点 连续。 00 =x

又若 与f x( ) g x( )在点 都不连续，也不能断言 在点 不

连续：例如 在点

x0 )()( xgxf x0

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
01
02

)(
x
x

xf 00 =x 不连续， 在点

不连续，但 在点
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
02
01

)(
x
x

xg 00 =x

2)()( ≡xgxf 00 =x 连续。 
5. 若 在 上连续，则 max { }与 min{ }在 上连续，

其中 
gf , ],[ ba gf , gf , ],[ ba
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        max{f，g} = max { ，f x( ) g x( ) }，x∈ ],[ ba ； 
        min {f，g} = min { ，f x( ) g x( ) }，x∈ ],[ ba 。 
证  由 在 上的连续性，可知gf , ],[ ba )()( xgxf − 在 上连续，利用等

式 
],[ ba

{ } { })()()()(
2
1,max xgxfxgxfgf −++= ， 

{ } { })()()()(
2
1,min xgxfxgxfgf −−+= ， 

即得到 max { }与 min{ }在 上的连续性。 gf , gf , ],[ ba
6. 若对任意δ > ，f 在［a +0 δ , b -δ］上连续，能否得出 
   (1)  f 在 上连续? ),( ba

(2) f 在 上连续? ],[ ba
解 （1）能。（2）不能。 
7. 设 =lim

x x→ 0

f x( ) α＞0， lim
x x→ 0

g x( ) = β，证明： = ；并求下

列极限： 

lim
x x→ 0

f x g x( ) ( ) αβ

⑴ lim
x→∞

1
12

1
1 +

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x

x
x

；  ⑵ lim
x→∞

x

x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
1
； 

⑶ lim
x a→

ax

a
x −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

sin
sin  ；)0(sin ≠a  ⑷ lim

n→∞

n

n
xn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
； 

⑸ lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n 1

4
tan π

。    

证 由于 αβ ln)](ln)([lim
0

=
→

xfxg
xx

，利用指数函数的连续性，得到 

=
→

)()(lim
0

xg

xx
xf =

→

)(ln)(

0

lim xfxg

xx
e βαβ α=lne 。 

（1） lim
x→∞

1
12

1
1 +

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x

x
x 1= 。 

（2） lim
x→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x
x

1
1 lim

x→∞
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−− 1
2

2
1

1
21

x
x

x

x
2e 。 

（3） lim
x a→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ax

a
x

1

sin
sin lim

x a→
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

−
−

−
aax
ax

ax
a

a
ax

sin)(
sinsin

sinsin
sin

sin
sinsin1 aecot 。 

（4） lim
n→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ n

n
xn
1

lim
n→∞

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−
+

+
− 1

)1(

1
1

1
11

n
nx

x
n

n
x 1+xe 。 

 45



（5） lim
n→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n 1

4
tan π lim

n→∞
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
n

n

n
1tan1

1tan1
lim
n→∞

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−−
n

n
n

n

n

n

n

1tan1

1tan2

1tan2

1tan1

1tan1

1tan2
1 2e 。 

8. 指出下列函数的不连续点，并确定其不连续的类型： 

⑴ y = x
x x

2

3

1
3 2
−

− +
  ⑵ y = [x] sin

1
x
； 

⑶ y = x
xsin
； ⑷ y = [2x] - 2[x]； 

⑸  y = 1
x n

2
1

e x
−
； ⑹ y = ； x xnln | |

⑺ y = x x
x x

2

2 1
−
−| |( )
； ⑻  y = 1 3 1

1 2 1
+ −
+ −

x
x
； 

⑼ y =  
⎩
⎨
⎧

;

,

0
,sin
为无理数

为有理数

， x
xxπ

⑽ y = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

.0

),0,(,sin

为无理数

互质

，

，

x

pqp
p
qx

p
π

解（1） ，第二类不连续点。 2,1 −=x
  （2） )0,( ≠∈= kZkkx ，第一类不连续点； 0=x ，第二类不连续点。 
  （3） )0,( ≠∈= kZkkx π ，第二类不连续点； 0=x ，第三类不连续点。 

  （4） )(
2
1 Zkkx ∈= ，第一类不连续点。 

  （5） ，第三类不连续点。 0=x
  （6） ，第三类不连续点。 0=x
  （7） ，第一类不连续点；0=x 1=x ，第三类不连续点； ，第

二类不连续点。 
1−=x

  （8） ，第三类不连续点。 0=x
  （9）非整数点，第二类不连续点。 
  （10）非整数有理点，第三类不连续点。 
9．设 在)(xf ),0( +∞ 上连续，且满足 ，)()( 2 xfxf = ),0( +∞∈x ，证明

在 上为常数函数。 
)(xf

),0( +∞

证 ，利用 得到),0( +∞∈∀x )()( 2 xfxf = )()( 2
1
nxfxf = ，由 1lim 2

1

=
∞→

nx
n

 及  

)(xf 的连续性，得到
∞→

=
n

xf lim)( )1()( 2
1

fxf n = 。 
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