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复旦大学数学科学学院 

2014～2015 学年第二学期期末考试试卷 

A 卷 
 

    

1. （本题共 48 分，每小题 6分）计算下列各题 

(1)设 )ln()( 2222 yxyxz  ，求 xyx zz  , 。 

解： xz )1)(ln(2 22  yxx ，
22

4

yx

xy
zxy


 。 

(2)解方程 2xyyx  。 

解： 由 1












x

y
，得 cxxy  2 。 

(3)求函数 yzzxxyu  在点(1,1,1)处沿方向 )2,2,1( l 的方向导数。 

解： 由 yxuzxuzyu zyx  ,, ，得 
3

2

3

2
2

3

2
2

3

1
2 








l

u
。 

(4) 求函数 222 zyxu  在条件 )0,,(1432  zyxzyx 下的极值。 

解：作 Lagrange 函数 )1432(),,,( 222  zyxzyxzyxL  ， 

令





















01432

032

022

02

zyxL

zL

yL

xL

z

y

x









，得 3,2,1  zyx ，为极小值点， 14min u 。 

(5)计算  
D

dxdyyx )（ ，其中 yyxD 2: 22  。 

解：由对称性， 0
D

xdxdy ， 

所以 
 

   0

sin2

0

2sin) drrddxdyyx
D

（ 。 
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(6)讨论级数


 2
2 1

ln

n n

n
的收敛性。 

解：注意到 0
ln

lim 
 n

n

n
，可得 0

1
1

ln

lim

2

3

2




n

n

n

n
， 

由比较判别法，级数


 2
2 1

ln

n n

n
收敛。 

(7)计算 


 zdxdyyzdzdxdydzyx 2)( 2 ，其中为曲面 )10(22  zyxz 的下侧。 

解：设有向曲面 )1(1: 22

1  yxz ，取上侧。 

由 Gauss 公式得  






1

2)( 2 zdxdyyzdzdxdydzyx 


 dxdydzz)22(  

 


1

0

2
1

0
)(2)1(2 dzzzdxdydzz

z

  


3

5
 。 

而    




1

2)( 2 zdxdyyzdzdxdydzyx  
1

dxdy ， 

于是  


 zdxdyyzdzdxdydzyx 2)( 2  






1

2)( 2 zdxdyyzdzdxdydzyx 




1

2)( 2 zdxdyyzdzdxdydzyx  

            
3

2
 。 

(8) 求幂级数


 1 3

1

n

n

n
x

n
的收敛半径与收敛区间。 

解： 
3

1

3

1
3)1(

1

lim
1









n

n

n

n

n ，所以收敛半径 3R ， 

当 3x 时，级数





1

)1(
1

n

n

n
收敛，  

当 3x 时，级数


1

1

n n
发散，所以收敛区间为 )3,3[ 。 
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2.（本题共 8分）设 f 可微，证明曲面 0),,( 
x

y

z

x

y

z
f： 上任意一点处的切平面过某

个定点。 

证：任取曲面上一点 ),,( 000 zyxP ，记 ),,(),,(
x

y

z

x

y

z
fzyxg  ，则   

       0),,,(),,(  tzyxgtztytxg ， 

上式两边对 t求导，有  0),,(),,(),,(  ztztytxgytztytxgxtztytxg zyx  ， 

特别地，有  0),,(),,(),,( 000000000000  zzyxgyzyxgxzyxg zyx ， 

即 曲 面 在 点 处 ),,( 000 zyxP 点 处 的 切 平 面 的 法 向 

)),,(),,,(),,,(( 000000000 zyxgzyxgzyxg zyx
   

与向径 ),,( 000 zyx 垂直，所以曲面在 ),,( 000 zyxP 点处的切平面一定过原点。 

3.（本题共 8分）求 dsyx )3( 2




 ，其中 )0(
0

:
2222









 a

zyx

azyx
。 

解：由对称性， dszdsydsx 


 ， dszdsydsx 


 222 ， 

而 00)(  


dsdszyx ， 32222 2)( adsadszyx  


， 

所以 dsyx )3( 2




 3222 2)( adszyx  


。 

4.（本题共 10 分） 设 )0(1
22

: 2
22

 zz
yx

，点 ),,( zyxP ，是在点P 处

的切平面， ),,( zyxd 为原点到的距离，求 


dS
zyxd

z

),,(
。 

解：在点 ),,( zyxP 处的切平面为   0)(2)()(  zZzyYyxXx ， 

或     22  zZyYxX ， 

于是   
2222 1

2

4

2
),,(

zzyx
zyxd





 ， 

由
22

1:
22 yx

z  ，得 
z

y
z

z

x
z yx

2
,

2
 ， 
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所以  




xy

dxdyyxdSzzdS
zyxd

z
)4(

4

1
1

2

1

),,(
222  

                    
2

3
)4（

4

1 2

0

2

0

2 




   rdrrd 。 

 

5.（本题共 10 分）设 )(xf 在 ),0(  上有连续导数，且
2

1
)1( f ，曲线积分

 
L

dyyxxfdxxxyf ))(()2)(( 22 在右半平面 )0( x 与路径无关。 

(1)求 )(xf 的表达式；(2)设在右半平面的有向曲线 L的起点为 )0,1( ，终点为 )3,2( ，

试计算上述曲线积分。 

解：(1)由于曲线积分与路径无关，所以 )()()(2 xfxxfxf  ， 

这是 Bernoulli 方程，解得 
cx

xf



1

1
)( ，由条件

2

1
)1( f ，得 1c ， 

所以 )0(
1

1
)( 


 x

x
xf 。 

(2)这时，被积表达式有原函数 32

3

1

1
),( yy

x

y
xyxu 


 ， 

所以  
L

dyyxxfdxxxyf ))(()2)(( 22
14

3

1

1 )0,1(

)3,2(
32 










 yy

x

y
x 。 

6.（本题共 8 分）设









),0[,

)0,[,1
)(





xx

x
xf ,求其 Fourier 级数及 Fourier 级数的和

函数 )(xS ,并计算 )4( S 。 

解：
2

1)1(
1

0

0

0








  xdxdxa , 

,2,1,
1)1(

)coscos1(
1

20

0




  n
n

nxdxxnxdxa
n

n





, 

,2,1,
)1(1)1(

)sinsin1(
1 1

0

0










  n
nn

nxdxxnxdxb
nn

n





, 

所以 )(xf 的 Fourier 级数为  

        )(xf ～ ]sin
1)1()1(

cos
1)1(

[
1

4

2

1
2













n

nn

nx
n

nx
n






。 

由收敛性定理，可知其和函数 
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

























x

x

xxf

xS

,
2

1

0,
2

1

),0()0,(),(

)(



,   而 
2

1
)0()4(  SS  。 

7.（本题共 8分）设 }{ na 为正数列 ),2,1,0(  nan ，


1n

na 发散，记 



n

k

kn aS
1

， 

证明：（1）


1n n

n

S

a
发散；  （2）



1n
p

n

n

S

a
收敛 )1( p 。 

证：（1）不妨设 )(0  n
S

a

n

n ，则 )(11  n
S

S

n

n 。 

但是       1

11

1

1

lnln
11

11











 


nn

S

S

S

S
nn

nn

n

n SSdx
x

dx
SS

SS

S

a n

n

n

n

， 

于是       1

2 1

lnln SS
S

a
n

n

k k

k 
 

)(  n ， 

 即     


 2 1n n

n

S

a
发散，由比较判别法， 



1n n

n

S

a
发散。 

（2）当 1p 时， ,2,1,
11

11

1 


 


 ndx
x

dx
SS

SS

S

a n

n

n

n

S

S p

S

S p

n

p

n

nn

p

n

n ， 

于是   




nS

S pp

n

k
p

k

k dx
xaS

a

1

11
1

11






1

11
1

1
S pp

dx
xa

， 

即    


n

k
p

k

k

S

a

1

有界，所以   


1n
p

n

n

S

a
收敛。 

 
 


