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1. (本题共 40 分，每小题 5 分) 计算下列各题  

(1) 设 arctan ，求  。 

解：
22 

 ，
22

22 -


 。 

 

(2) 求曲面 3 在点 ),,( 012 处的切平面方程。 

解：记 3-),,( ， ),,(),,( 1 ， ),,(),,( 021012  ， 

切平面方程为 042  。 

 

(3) 求函数  23 在点 ),,( 101 处的最大方向导数。 

解： 0
101






),,(

， 0
101






),,(

， 1
101





； ),,(),,( 100101  ，最大方向导数为1。 

 

(4) 求椭圆 1323 22  的面积。 

解：令 )( 1323 2222   。解








0622

0262

)(

)(




，得 0 或

者 0 ，代人 1323 22  ，分别得
4

122  或者
2

122  。面积为
22


。 
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(5) 计算  
1

0

sin
。 

解： 111
1

0

1

0

1

0 2
sinsin)(

sinsin
   。 

 

(6) 计算 


 333 ，其中为 1222  的外侧。 

解：由 Gauss 公式 




1

222333

222

3 )( 。 

再由球坐标变换化为
5

12
3

2

0 0

1

0

22 


 

   sin 。 

 

(7) 求方程 3
2

2

的通解。 

解： 03
2

2

 特征根为 01  ， 32  ；其通解为 3
21  。设 3

2

2

的

特解为 )(  ，解得
9

1

6

1 2 * 。故原方程的通解为
9

1

6

1 23
21  。 

 

(8) 求幂级数






1

12

23)(
的收敛半径与收敛区间。 

解： 2
1

2

1

1

12

3

1

3213
23 















lim

)]([

lim
)(

lim 。当 3 时，由 Cauchy

判别法，级数






1

12

23)(
绝对收敛；当 3 时， 







12

23)(
lim 得

级数发散。故收敛半径为 3 。当 3 时， 






2

1

3
23)(

lim ，级数发散。

故收敛区间 ),( 33 。 
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2. (本题共 10 分) 将 2)( 在 ],[ 20 上展开成 Fourier 级数，并求其和函数 )( 。 

解： 2
2

0

2
0

3

81






  ，
2

2

0

2 41
 




cos ， 




 41 2

0

2   sin ， ,,21 。 

2 的 Fourier 级数为 





1

2

2 44

3

4
sincos  。 

由于 2 的局部可导，收敛定理得




 20

20

2 2

2

,

),(

,

,
)(









 。 

 

3. (本题共 10 分) 求幂级数


 1 1

1

)(
的和函数 )( 。 

解：原幂级数的收敛半径为 1 。因此 

  





1

1
')( ， ),( 11 ；当 0 时，   0')( 。 

 









1

1

1

1'')( ， ),( 11 。 

两边积分得   )ln(')(  1 ， ),( 11 。 

再积分得 )ln()()(  11 ， ),( 11 。 

由于原幂级数的收敛域为 ],[ 11 ，由 )( 在 1 处的右连续， )( 在 1 处的

左连续，得 

1

0

011

1

0

1
11
























),,[

,

,

,
)ln()(

)( 。 

 

4. (本题共 10 分) 求 
2)( ，其中 是由 2 ， 2

4

1
 以及 2

4

1
 所围成

的区域。 

解：令
2

 ，
2

 ，在 坐标中的积分区域为 
4

1
1

4

1
,: 。 
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22

3

1 
),(

),(
。  





3

122

),(

),(
)()( 。 

5. (本题共 10 分) 证明不等式：当 1 ， 0 时， 0 ln 。 

证明：令  ln),( ， 

 ln),( ，  ),( ，  

10  ， ),( 0 在 00 ln 处最小值 000 )ln,( ； 

00  ， ),( 0 在 0

0  处最小值 00
0 ),( 。因此 ),( 最小值 0。 

 

 

6. (本题共 10 分)  设 ),( 在 122  上有连续的偏导数，且在 122  上恒

为零，证明：   





)(

lim),(


  220 2

1-
00 ，其中 )( 为圆环区域

1222  。 

证明一：令
22 




),(
，

22 


),(
，则

22 












。由 Green 公式得 









222

22

 )(

，其中 222  为顺时针方向。 

设

为 222  上沿顺时针方向的单位切向量，


为 222  上指向原点的单位

法向量，则 

),()),cos(),,cos((),(
2222

-






 ， 

从而 


 


222222

22


。 

又 


2
1

222
22







，和 ),( 的连续性，利用三角不等式估计得证。 

证明二：由散度定理(Green 公式的等价形式)， 
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),cos(),cos(


， 

令
22 


),(
，

22 


),(
，直接得 


 






222
2222

 )(

。 

 

7. (本题共 10 分) 设 ),( 在 2上具有连续的二阶偏导数。证明： 

1) 若 ),( 变 量 可 分 离 ， 即 存 在 连 续 可 导 函 数 )( ， )( 使 得

)()(),(  ，则 ),( 满足











2

； 

2) 若 0 ),( ，且满足











2

，则 ),( 变量可分离。 

证明：1) 略；2) 0
2











 




，故 )(


，其中 )( 为连续可导函数。 

从而 )(ln 



，积分得 )()(ln   ，其中 )( 为连续可导函数。得证。 
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