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复旦大学自然科学试验班、经济管理试验班 

2011 ～2012 学年第 一 学期期末考试试卷（A 卷） 

 

 

一．选择题（15 分） 

1．设函数 )(xg 在 0x 点某邻域内有定义，若 1
sin

)(
lim

0




 x

xgx

x
成立，则  。 

A． )(xg 在 0x 点连续，但不可导     

B． )(xg 在 0x 点可导但导数不为 0        

 C． )(lim
0

xg
x

存在，但 )(xg 在 0x 点不连续       

D． 0x 时， )(xg 是 x的高阶无穷小量 

解：由 1
sin

)(
lim

0




 x

xgx

x
，知 0))((lim

0



xgx

x
， 0lim)(lim

00



xxg

xx
。 

011
sin

sin

)(
lim

)(
lim

00





 x

x

x

xxxg

x

xg

xx
。选 D。 

2.已知 )0(3)( 32   kkxxxf ，当 0x 时，总有 20)( xf 成立，则参数 k 的

最小取值是  。 

A．32          B．64          C．72          D．96 

解：      0203203)( 3532   kxxkxxxf  

显然由题设 0k ，要满足上述不等式恒成立（ 0x ），需要求出 

35 203)( xxxg   的最小值（负值）。令 

206015)( 24  xxxxg ，但 0x  只能 2x 。 
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此时 6422023)2( 35 g ，故   64k 。 

3.如题图，抛物线   212 xy  把 )0)((  bxbxy 与 x 轴所构成的区

域面积分为 AS 与 BS 两部分，则  。 

 

A． BA SS                B． BA SS                 C． BA SS    

D． AS 与 BS 大小关系与b 的数值有关 

解：两条曲线的交点满足 

  0)2())12(()(12 2  xbxxxbxxbxx ， 

得两个交点坐标为  0,0 和












  2

2

12
,

2

2
bb ，这里 bb 

2

2
。 

   
12

2)12()(
2

2

2

0

22

2

0

2 b
dxxbxdxxxbxS

bb

A   ‘ 

 BA SS
126

)(
22

0

b
SSSS

b
dxxbx ABAB

b

 。选 B。 

 

二．填空题(15 分)  

1． 




n

n

n n

35
lim 。 

解：
n

n

n

nn

n

n

n

n

n nnnnn

2
5

553555






 ，而 

1lim 


n

n
n ， 12lim 



n

n
，故 5

35
lim 





n

n

n n
。 
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2. 设















2

1

1

,ln

,ln

t

t

duuy

duux
)1( t ，求

2

2

dx

yd
。 

解：本题为由参数方程确定的函数求导法。 

dx

dy


























t

t

duu

duu

1

1

ln

ln
2

t
t

tt
22

ln

ln22
 ， 











dx

dy

dx

d

dx

yd
2

2  











t

duu

t

1
ln

22

tln

22
。 

3.设一平面经过原点及 )2,3,6( M ,且与平面 824  zyx 垂直，则此平面

方程为 。 

解：所求平面的法向既与 )2,3,6( OM 垂直，亦与平面 824  zyx 垂直，

故 

03220

214

236 



 zyx

zyx

。 

三．计算题（20 分） 

1. 设函数 )(xyy  由方程 xy yx  确定，求 )1(y 。 

解： yxxyxy eeyx lnln  ，两边求导， 

2

2
lnln

ln

ln
)(ln)ln(

xxxy

yyxy
yy

y

x
ye

x

y
xye yxxy




 ， 1)1( y ， 1)1( y 。 

2.求   dxxx
2

32  。 

解：     Cdxdx xxxxxxxx  
2222

2

3
3ln2

1
6

6ln

2
2

2ln2

1
362232 。 

3.利用Taylor 展开式求极限 





















 x

x

xxx 2

2
ln

11
1lim

320
。 
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解： 



























2
1ln

2
1ln

2
1

2
1

ln
2

2
ln

xx

x

x

x

x
 





























































 )(

23

1

22

1

2
)(

23

1

22

1

2

2

32

2

32

x
xxx

x
xxx

 )(
12

3
3

x
x

x  ， 










































)(

12

11
1lim

2

2
ln

11
1lim 3

3

320320
x

x
x

xxx

x

xx xx
  

12

11)(

12

1
1lim

3

3

0











 x

x

x


。 

4. 求由抛物线 1)2( 2  xy 和与抛物线相切于纵坐标 30 y 处的切线以

及 x轴所围成的图形面积。 

解： 30 y ， 20 x ；
2

1

3)2(2

1
1)2(2

0








y

y
y

yyy 。 

30 y 处的切线方程为 )2(
2

1
3  xy 或 42  yx ，所围成的图形面积 

  9)42(1)2(
3

0

2   dyyyS 。 

 

四．试就 p 的不同取值,判断反常积分 dx
x

x
p

 

0

)1ln(
的敛散性。（8 分） 

解： 





0

)1ln(
dx

x

x
p





1

0

)1ln(
dx

x

x
p 

 

1

)1ln(
dx

x

x
p

。 

因为 1
)1ln(

lim 2

1

0




 p

p

x x

x
x ，所以 

1

0

)1ln(
dx

x

x
p

当
2

3
p 时收敛，当

2

3
p

时发散； 

当 1p 时， 0
)1ln(

lim 2

1






 p

p

x x

x
x ，所以 

 

1

)1ln(
dx

x

x
p

收敛。当 1p 时，

因为当 1x 时有
pp xx

x 2ln)1ln(



，且 



1

1
dx

x p
发散，所以 

 

1

)1ln(
dx

x

x
p

发

散。 
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因此当
2

3
1  p 时， 

 

0

)1ln(
dx

x

x
p

收敛。 

五．判断方程 12 


xe

x

在区间  2,2 中共有几个实根，并简要证明你的

结论。（8 分） 

证明：
 
 2,1

1,2

,1

,1
1)(

2

2
2























x

x

xe

xe
xexf x

x
x

， 

01)2(,0)1(,03)2( 12

1

 


efefef ，用闭区间上连续函数的零点

存在定理， )(xf 在  1,2 与  2,1 中至少各有一根。 

又 
 
 2,1

1,2

,1
2

1

,1
2

1

)(
2

2























x

x

e

e
xf

x

x

， 

其中  2,1,0)(  xxf  ，此时 )(xf 单调下降，只有一根； 

当  1,2x 时，若令  1,22ln220)( 2ln2 


xeexf

x

，且

0)(  xf 仅此一根。当  2ln2,2 x ， 02ln21)2ln2( f ， 0)(  xf ，此

时 )(xf 单调下降，联立 03)2(  ef ，知 )(xf 在  2ln2,2 x 时无根；

 1,2ln2x ， 0)(  xf ，也只有一根。 

总结， )(xf 在  1,2 与  2,1 中各仅有一根。 

 

六．设D是位于曲线 )0,1(2 


xaaxy a

x

下方， x 轴上方的无界区

域。（1）求区域D绕 x轴旋转一周所成旋转体的体积 )(aV ； 

（2）当 a为何值时， )(aV 最小？并求此最小值。（8 分） 

解：（1） 
  
















000

2

ln
)()( a

x

a

x

axd
a

a
dxxadxxyaV


  

a

a
a

a

a
dxa

a

a
a

x

a

x

2

2

0 2

2

ln0lnln







 

 ； 
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（2）

.

,

,1

.0

,0

,0

ln

1ln
2

ln

ln2ln2
)(

34

2

ea

ea

ea

a

a
a

a

aaaa
aV



























   

所以 ea  时， )(aV 取最小值 2)( eeV  。 

 

七．求直线 :l 0

.

,

,2
















k

tz

ky

tx

绕 z 轴旋转一周生成的旋转曲面方程,并指出

所得旋转曲面的类型。（8 分） 

解：在平面 ky  上，所给直线为 zx 2 ， 

取 l上任一点  0000 ,, zyxP ，其到 z 轴的距离为 2

0

2

0 yx  ，绕 z 轴旋转至

 zyxP ,, ，注意 0zz  ，则其到 z 轴的距离为 22 yx  ，满足 

 22 yx
2

0

2

0 yx  ，但 0P 在 l上，    00000 ,,2,, zkzzyx   

故 2222 )2( kzyx  ，整理得 1

4

2

2

2

2

2

2


k

z

k

y

k

x
，此为单叶双曲面。 

 

八．已知函数
2

3

)1( 


x

x
y ，求（1）函数的增减区间及极值； 

（2）函数的凸凹区间及拐点；（3）函数图形的渐近线。（9 分） 

解：
3

2

)1(

)3(






x

xx
y ，

4)1(

6




x

x
y 。 1x 为间断点， 0x ， 3x 为驻点。 

 
0x    0  10  x    1 31  x    3 3x  

 x     
 

    
 

    
 

    

1x     
 

   
 

    
 

    

3x     
 

   
 

   
 

    
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 y 
    

 
    

  无 
   

 
    

 y   
   

 
    

  定 
    

 
    

 y  
增（凸） 拐点 )0,0(  增（凹）   义 减（凹） 极小

4

27
 增（凹） 




y
x 1
lim ， 1x 为垂直渐近线； 2)(lim 


xy

x
， 2 xy 是斜渐近线。 

 

九．设函数 )(xf 和 )(xg 在  ba, 上存在二阶导数，且 0)(  xg ，

0)()()()(  bgagbfaf ，证明： 

（1）在开区间  ba, 内， 0)( xg ； 

（2）在在开区间  ba, 内至少存在一点，使得
)(

)(

)(

)(









g

f

g

f




 。（9 分） 

证明：(1)若  bac , ，使得 0)( cg ，则在  ca, 和  bc, 上各用一次罗尔定

理，得到  ca,1 ，  bc,2  ，满足 0)()( 21   gg ；再次在  21, 上用罗

尔定理，知存在一点  21,  ，使 0)(  g ，与题设矛盾。 

（2）构造函数 )()()()()( xgxfxgxfx  ，则有 0)()(  ba  ，由罗尔定

理，知存在一点  ba, ，使 0)(   ，此即 




 0)()()()())()()()(()( 


 gfgf
x

xgxfxgxf
)(

)(

)(

)(









g

f

g

f




 。 


