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复旦大学复旦学院 

2009～2010 学年第一学期期末考试试卷 

□√ A 卷    □B 卷 

 

B

 

一、（10 分）判断下列叙述是否正确： 

1．若 0)(lim
0




xf
xx

，则 0)(lim
0




xf
xx

.   （ √ ） 

2．初等函数在定义区间内部一定可导.   （ × ） 

3．若 f (x)在 x0处取得极大值或极小值，则 0)(' 0 xf .  （ × ） 

4．若 )(xf 可导，则 )()(' xfdxxf  . （ × ） 

5．向量 a 与 b 的外积等于以 a 与 b 为邻边的平行四边形的面积.  （ × ） 

 

二、（10 分）求下列极限： 

1．
2

1

/12

1
lim

2

2






 nnn

n

n
. （5 分）         

 

2．
2

1

1

1sin1
lim

0






 xx e

x
.    （5 分） 

三、（10 分）计算下列微分或导数： 

1．设 xey x ln ，求
dx

dy
.                 

 

解： 









x
xe

x
exe

dx

dy xxx 1
ln

1
ln .   （5 分） 

 

2．设 yxexy  ，求 dy. 

 

解： )( dydxexdyydx yx   ;   （3 分） 

    dxyedyxe yxyx )()(   ,    dx
xe

ye
dy

yx

yx










.   （2 分） 
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四、（10 分）求下列不定积分与定积分： 

1． 


dx
x

x
2cos1

sin
.  

解： 





xd
x

dx
x

x
cos

cos1

1

cos1

sin
22

   （2 分） 

               Cx  )a r c t a n ( c o s      （3 分） 

2．  
1

0
)1ln( dxx .  

解：  
1

0

1

0

1

0
)1ln()1ln()1ln( xxdxxdxx     （2 分） 

      



1

0

1

0
12ln2))1ln((2ln

1
2ln xxdx

x

x
    （3 分） 

五、（10 分）讨论函数
x

x
y

13 
 的定义域（1 分）、单调性（2 分）、极值（1 分）、

凸性（2 分）、拐点（1 分）、渐近线（1 分），并作出大致图象（2 分）. 

解：定义域 ),0()0,()( yD . 

2

3 12
'

x

x
y


 , 驻点

3 2

1
x . 

3

3 22
''

x

x
y


 , 拐点(1, 0). 

x  3 2/1,(  ) 3 2/1  )0,2/1( 3  )1,0(  1 ),1(   

'y   0 + + + + 

''y      0 + 

y  ↘下凸 

极小值

2

233

 
↗下凸 ↗上凸 

拐点 

)0,1(  
↗下凸 







 x

x

x

x

xx

1
lim,

1
lim

3

00

3

00
, 0x 是垂直渐近线, 没有水平和斜渐近线. 

作图： 
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六、（10 分）求 y = x
2， x =1 与 x 轴所围图形的面积及该图形绕 y 轴旋转所成旋转

体的体积. 

 

解：面积 =  
1

0

2

3

1
dxx .  （4 分） 

旋转体体积 = 
2

2
1

0

2 
  dxxx .  （6 分） 

 

七、（10 分）设 0p ，讨论反常积分 
 

0

2 )1ln(
dx

x

x
p

的敛散性. 

 

解： 






  1

0

2

1

2

0

2 )1ln()1ln()1ln(
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
ppp

.   （1 分） 

积分 
 

1

2 )1ln(
dx

x

x
p

当 1p 时收敛，当 10  p 时发散;   （4 分） 

积分 
1

0

2 )1ln(
dx

x

x
p

当 12 p 时收敛，当 12 p 时发散。   （4 分） 

所以，原积分当 31  p 时收敛，当 10  p 和 3p 时发散。   （1 分） 

 

八、（10 分）直线
13

3

3

4







 zyx
与直线









033

033

zy

yx
否在同一平面上？若是，求

出它们所在的平面方程。若不是，求出与这两条直线相交且与它们都垂直的

直线方程.  

 

解：








033

033

zy

yx
的点向式方程是 z

y
x 




3

3
, 两条直线的方向向量分别是

)1,3,3(1 l


和 )1,3,1(2 l


, )0,3,4(1P 和 )0,3,0(2 P 分别是两条直线上的点. 

 由于 

 01812612

064

131

133

)( 2121 



 PPll


, 所以，两直线在同一平面上.（5 分） 

 所在平面方程的法向量是 )6,4,6(646

131

133  kji

kji

n





, 所以, 平面方

程是 03)3(23  zyx , 或 

06323  zyx .  （5 分） 

解 2：作平面束 0)33(33  zytyx ，先求此平面束中过点 )0,3,4( 的平面. 将 )0,3,4(

代入平面束方程解出 1t ，即得平面方程 06323  zyx . （5 分）两条直

线共面当且仅当直线
13

3

3

4







 zyx
落在平面 06323  zyx 上，当且仅当

)3,2,3()1,3,3(  nl


. 由于 0nl


nl


 , 所以给定的二条直线在同一平面

上，（5 分）该平面方程是 06323  zyx 。 
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九、（10 分）设函数 f 在区间[A,B]连续（没有假定 f 可导），A < a < b < B，求






b

ah
dx

h

xfhxf )()(
lim

0
. 

 

解：





 





 







b

a

hb

hah

b

a

b

ah

b

ah
dxxfdxxf

h
dxxfdxhxf

h
dx

h

xfhxf
)()(

1
lim)()(

1
lim

)()(
lim

000

（4 分）. 

由于 f 连续, 




hb

ha
dxxf )( 关于变量 h可导, 利用 l’Hospital 法则, 得到 

)()()]()([lim)()(
1

lim
00

afbfhafhbfdxxfdxxf
h h

b

a

hb

hah







 




  .   （4 分） 

因此： 

)()(
)()(

lim
0

afbfdx
h

xfhxfb

ah





.  （2 分） 

 

十、（10 分）设 f 在区间[0, 1]上连续，且  
1

0
0)( dxxf ， 

1

0
0)( dxxxf ， 

1

0

2 1)( dxxfx ，

证明在[0, 1]上至少存在一点 ξ 使得 12)( f . 

 

证：    
1

0

1

0

1

0

1

0

22 1)(
4

1
)()()()

2

1
( dxxfdxxxfdxxfxdxxfx ,  （4 分） 

反证：如果不存在 ]1,0[ 使得 12)( f , 则对任意 ]1,0[x , 12|)(| xf （2 分）.  

因此 

  
1

0

1

0

1

0

3221

0

2 1)
2

1
(4)

2

1
(12)()

2

1
()()

2

1
( xdxxdxxfxdxxfx . 矛盾.  （4 分） 


