
线性空间与线性变换练习题 

§1 线性空间 

 

1．设 }|),,,({ 2121 n

n

n xxxxxxV   Rx 是否按向量的加法和数乘构

成R 上的线性空间？若是，求出它的维数和一个基。 

2．设
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V R 是否按矩阵的加法和数乘构成R 上的

线性空间？若是，求出它的维数和一个基。 

3．证明n阶实对称矩阵全体
1V 和n阶实反对称矩阵全体

2V 均构成 nn
R 的子空间，

并求它们的维数。 

4．已知 4
R 中向量 

T)1,3,2,1(1 a ， T)1,2,1,1(2 a ， 
T)6,1,6,2(3 a ， T)1,7,4,3(4 a ， 

求 },,,Span{ 4321 aaaa 的一个基和维数。 

5．已知矩阵 
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（1）求 A 的零空间 }|{)( 4 0AxxA  RN 的基与维数； 

（2）求 T
A 的零空间 }|{)( 3 0xAxA  TTN R 的基与维数 

（3）求 },,,Span{ 4321 aaaa 一个基和维数。 

6．已知 3
R 中的两组基为 

T)1,1,1(1 a ， T)1,0,1(2 a ， T)1,0,1(3 a ， 

和 
T)1,2,1(1 b ， T)4,3,2(2 b ， T)3,4,3(3 b 。 

（1）求向量 T)4,2,2(x 在基
1a ，

2a ， 3a 下的坐标； 

（2）求从基
1a ，

2a ， 3a 到基 1b ，
2b ， 3b 的过渡矩阵； 

（3）求向量 321 2 bbbz  在基
1a ，

2a ， 3a 下的坐标； 

（4）求向量 321 424 aaay  在基
1b ，

2b ， 3b 下的坐标。 

7．已知 3
R 中的两组基为 

T)1,0,1(1 a ， T)1,1,1(2 a ， T)1,1,1(3 a ， 

和 
T)1,0,3(1 b ， T)0,0,2(2 b ， T)2,2,0(3 b 。 

（1）求从基
1a ，

2a ， 3a 到基 1b ，
2b ， 3b 的过渡矩阵； 

（2）已知向量 x在 1b ，
2b ， 3b 下的坐标为 T)0,2,1( ，求 x在基

1a ，
2a ， 3a 下的

坐标； 

（3）求在基
1a ，

2a ， 3a 和 1b ，
2b ， 3b 下具有相同坐标的全部向量。 



8．已知
1a ，

2a ， 3a 是 3 维线性空间V 的一个基，且 

3211 aaab  ， 3212 22 aaab  ， 3213 343 aaab  。 

（1）证明：
1b ，

2b ， 3b 也是V 的一个基； 

（2）求向量 321 aaaξ  在基
1b ，

2b ， 3b 下的坐标。 

9．设 )(xP 是在 1][ nxR 中的一个n次多项式，证明： )(xP ， )(xP ，…， )()( xP n 是

1][ nxR 的一个基。 

10．记 nx][C 为次数小于n的复系数多项式全体再添上 0 所成的线性空间。证明： 

（1） )())(()()( 111 niii axaxaxaxxP    （ ni ,,2,1  ）是 nx][C 的一个

基，其中 naaa ,,, 21  是互不相同的数； 

（2）若 naaa ,,, 21  全是 n次单位根（即满足 1nx ），求基1， x，…， 1nx 到

)(,),(),( 21 xPxPxP n 的过渡矩阵。 

 

§2  线性变换及其矩阵表示 
 

1．判断下列映射中哪些是线性换，哪些不是： 

（1） A： 33
RR  定义为，若 Txxx ),,( 321x ，则 

TxxxA ),,()( 3

3

3

2

3

1x ； 

（2）设
1a ，

2a
3

R ， A： 33
RR  定义为，若 Txxx ),,( 321x ，则 

232121 )()()( aax xxxxA  ； 

（3）设 P 为m阶实矩阵，Q 为n阶实矩阵， ： nmnm   RR 定义为， 

PAQA )( ， nmRA 。 

2．设 3
R 上的线性变换 A对于基 T)2,0,1(1 a ， T)1,1,0(2 a ， T)0,1,3(3 a 的

像为 
TA )3,0,5(1 a ， TA )6,1,0(2 a ， TA )9,1,5(3 a ， 

（1） 求 A在基
1a ，

2a ， 3a 下的表示矩阵； 

（2） 求 A在自然基
1e ，

2e ， 3e 下的表示矩阵； 

（3） 求 )(AN 与 )( 3
RA 的维数。 

3．设V 是 4 维线性空间。已知V 上的线性变换 A在基
1a ，

2a ， 3a ，
4a 下的表示

矩阵为 
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。 

（1）若 412 aaa  ，求 )(aA ； 

（2）求 A在基
1a ， 3a ，

2a ，
4a 下的表示矩阵； 

（3）求 A在基
1a ， 21 aa  ， 321 aaa  ， 4321 aaaa  下的表示矩阵。 

4．设V 22 R 是实 2 阶实方阵全体组成的线性空间。V 上的线性变换 如下定

义： 
*)( AA  ， 22RA ， 



求 在基 
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下的表示矩阵。 

5．设 3
R 上的线性变换 A对于基 

T)2,0,1(1 a ， T)1,1,0(2 a ， T)6,1,3(3 a  

的像为 
TA )1,0,1(11  ab ， TA )2,1,0(22  ab ， TA )3,1,1(33  ab 。 

（1）求 A在基
1a ，

2a ， 3a 下的表示矩阵； 

（2）求 )( 1bA ， )( 2bA ， )( 3bA ； 

（3）若a在基
1a ，

2a ， 3a 下的坐标为 T)1,1,5( ，求 )(aA 在基
1a ，

2a ， 3a 下的坐

标； 

（4）若 T)1,1,1(b ，求 )(bA ； 

（5）若 321 242 aaac  ，求c关于 A的原像 })(|{ cxx  AV 。 

6．设 3
R 上的线性变换 A定义为：若 Txxx ),,( 321x ，则 

 TxxxxxA 13221 ,,2)( x 。 

（1）求 A在自然基
1e ，

2e ， 3e 下的表示矩阵； 

（2）若 T)2,0,1( a ，求 )(aA 在基 T)1,0,2(1 a ， T)1,1,0(2 a ， T)2,0,1(3 a

下的坐标； 

（3）证明 A是可逆变换，并求 1A 。 

7．设 是线性空间V 上的可逆线性变换。证明：若 x 是V 中的非零向量，则

0x )( 。 

8．设 是线性空间V 上的线性变换， maaa ,,, 21  是V 中向量。证明：若

)(,),(),( 21 maaa   线性无关，则 maaa ,,, 21  也线性无关。 

9．设V 是n维线性空间， naaa ,,, 21  是V 的一个基。已知 是V 上的线性变换，

且在基 naaa ,,, 21  下的表示矩阵为 A 。证明：若有 V 0a 使得 0a )( ，则 A

是不可逆矩阵。 

10．设 A ，B 为 3 阶实矩阵， 3
R 上的线性变换 A， B 定义为：若 x 3

R ，则 

Axx )(A ， Bxx )(B 。 

（1）若 OA 2 ，求 2A ； 

（2）若 A 可逆，求 1A ； 

（4） 证明：若 A 与B 相乘可交换，则 BAAB  。 

11．设 A， B 是线性空间V 上的线性变换，证明：若 A和 B 都可逆，则 AB 也是

V 上的可逆线性变换，且 111)(   ABAB 。 

12．设V 22 R 是实 2 阶实方阵全体组成的线性空间。V 上的线性变换 如下定

义：若 









dc

ba
x ，则 
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)(x 。证明 是可逆线性变换，并求 1 。 

13．设 是n维实线性空间V 上的线性变换。证明：若存在实数 naaa ,,, 21  满

足 0na ，使得 

0Iaaa nn

nn  

  1

1

1  ， 



则 是可逆线性变换。 

14．设 是线性空间V 上的线性变换。 

（1）证明：若存在 Vξ 使得 0ξ )(k ，但 0ξ  )(1k ，则 )(,),(, 1 ξξξ k  线

性无关； 

（2）设 nV mid ，且存在 Vξ 使得 0ξ )(n ，但 0ξ  )(1n ，求V 的一个基，

使得 在这个基下的表示矩阵为 
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