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第二章   微分与导数 



2 

§1  微分与导数的概念 

    微分的原始思想在于寻找一种方法, 当因变量 

的改变很微小时,能够精确而又简便地估计出这个改 

变量。 

实例：求第一宇宙速度 

       设某时刻卫星处于地球表面附近的点 A 

（见图）其运动速度沿圆周切线方向，一秒钟后， 

卫星受运动到点 C ，求：维持卫星作环绕地球的 

飞行所需的最低速度 v  . 

一、问题的提出 
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B

o

A

COA 和 OC 近似地取为地球的平均半径 

BC 为自由落体在第一秒 

飞过的路程，即 21
1 4.9 ( )

2
BC g m  

点 O 、B 、C 大致在一条直线上，故 

6 371 000 m，      

解： 

AB 长度为卫星的最小飞行速度的大小。 

2 2 2
(6371000 4.9) 6371000AB   

显然，计算量甚大，即使用计算机（字长较短） 

计算也可能产生误差。将上式改写为 
2 2

2 6371000 4.9 4.9AB    

可见第二项远远小于第一项，以至于可忽略不计。 

所以，把计算简化为： 
2

2 6371000 4.9 7.9AB km   

维持卫星作环绕地球的飞行所需的最低速度： 

7.9 /v km s
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2
AB对       作几何解释： 

0
x作一个边长为             的正方形，当边长由      变 0

x OA

x BC  ，记其面积为            ， 2

0
A x

这就是微分概念。 

0
x x 化到            ， 


x 的线性函数 


)( xo  （高阶无穷小） 

0 2x A x x    时，   用         近似代替， 

2A x x  即 

此式有两个优点： 

1) 2x x x 是      的一次线性函数，便于计算； 

2) x 2A x x 当      很小时，    与          的误差有良好的精度。 
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二、微分的概念 

)()()( xoxkxfxxf 

xkxdforxkdy  )(

1、定义 ( , )U x 设函数 y = f (x) 定义于               ，如果存 

在常数 k ， 

k x则称函数  f 在 x 处可微，且称       为y = f (x) 

在 x 处的微分。记作 

说明： ( )x k k x 1）k 仅与 x 有关而与      无关， 

x2）dy 是      的线性函数 

( )y dy o x x    3）                          是比       高阶无穷小 

y dy x4）当      很小时， 

dy y是      的线性主部。 
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dy kdx

2、定理 设函数  f  在 x 处可微，则  f  在 x 处连续。 

记作 dy 或 d f (x) ; 则微分关系式为： 

如果函数  f  在区间 (a, b) 中每一点处均是可微， 

则称  f  是 (a, b) 上的可微函数。 

当 f (x) 在 x 处可微且                时， 0x 

将      称为自变量的微分，记作 dx ;  x

将       的线性主部  k(x)dx 称为因变量的微分， y
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三、导数的概念 

若 f (x) 在 x 处可微 ， 

( )y k x o x    则有关系式 

即 (1)
y

k o
x


 


∴ k 是因变量的增量与自变量的增量之比的极限。 
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1、定义 设函数 y = f (x) 在        内有定义，       0
( , )U x 

则称这个极限值为 y =f (x) 在点x0 处的导数。       

0x x
y


记为 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x






等价定义

即 
x

y
y

x
xx
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0
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)()(
lim 00

0
如果极限 存在， 

,
0xx

dx

dy
,)( 0xf 也可记为 

如果上述极限不存在，函数 y = f (x) 在点 x0 

处不可导（不可导的原因很多）. 

0
( ) .

x x

d
f x

dx


可导和可微都是研究      关于      变化的性态， y x

它们之间必然有本质的联系。 
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( )k f x

定理： 函数 f 在点 x 可微   f 在点 x 可导 

证： ∵ f (x) 在点 x 可微 

0 0

( )
lim lim
x x

y o x
k

x x   

 
 

 
则 

即函数 f (x) 在点 x 可导，且 

”“ ∵函数 f (x) 在点 x 可导， 

)(lim
0

xf
x

y

x








( )

y
f x

x



 


即 )0( 

)()( xxxfy   )0(0  x

)()( xoxxf 

由微分定义，函数 f 在点 x 可微，且 ( )k f x

)(xfk  ∴可导      可微 
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dxxfdy )( ( )
dy

f x
dx

 

即函数的微分 dy 与自变量的微分 dx 之商为 

该函数的导数。 所以导数也叫微商。 

所以求函数的微分可归结为求该函数的导数。 

2 1
sin 0

( ) (0)

0 0

x x
f x fx

x




 
 

求：例1、  
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2、导函数 

如果函数 f (x) 在区间 (a, b) 内每一点都可导， 

此时函数 f (x) 对于(a, b) 内的每一个确定的 x 

值，都对应着一个确定的导数，即构成一个新
的函数，称为  f (x) 的导函数（简称导数）， 

即 y = f (x) 在 (a, b) 内可导。 

记为 ,y ,)(xf  ,
dx

dy
)(xf

dx

d

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
y

x 

  
 


即 

),()(: baxxfxf  导函数 

0
)()( 0 xxxfxf 

结论 
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3、单侧导数 

1）点 x0 的左导数  

0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  


若  存在，  

'

0
( )f x


即为 f (x) 在点 x0 的左导数，记为             ； 

2）点 x0 的右导数  

0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  


若  存在，  

'

0
( )f x

即为 f (x) 在点 x0 的右导数，记为             . 

结论： 
0

( )f x 存在 0 0
( ), ( )f x f x

 
  存在且相等  
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4、可导与连续的关系 

 f (x) 在 x0 可导  f (x) 在 x0 连续 

 f (x) 在 x0 必不可导  f (x) 在 x0 不连续 

说明:  f (x) 在 x0 可导 ?  f ′ (x) 在 x0 连续 

1
0

( ) 1

0 0

x

x
x

f x e

x




  




例2、讨论  在 x = 0 的可导性 
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四、导数的意义 

1、变化率、变化速度 

 1）t0 时刻质点运动的瞬时速度： 

是因变量 y 在点 x0 处的变化率， 

反映了y 随自变量 x 的变化而变化的快慢程度。 

Newton 第二定律：  F ma

在匀速的情况下， 
v

a
t





速度的定义是  
s

v
t





什么是变速直线运动的（瞬时）速度？  

加速度的定义是  
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速度问题  

时间：  
0 0

( 0)t t t t   

路程：  0 0
( ) ( )s s t t s t   

在该时间段内的平均速度：  

0 0
( ) ( )s t t s ts

v
t t

  
 
 

令  0t  取极限，得到时间 t0 的瞬时速度  

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

t t

s t t s ts
v t

t t   

  
 

 

重要的数学模型——导数  

)( 0ts

这就是导数的物理意义。 

时间 t0 的瞬时加速度也就解决了。  
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 2）设 t 时刻细菌的总数 N (t)，则在时段 0 0
[ , ]t t t 

中细菌数的变化量为 
0 0

( ) ( ),N N t t N t    

N

t




是细菌在该时段的平均增长率， 

当              时，其极限 0t  0
0

lim ( )
t

N
N t

t 






为t0 时细菌的瞬时增长率。 
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均匀 不均匀 

速       度 
s

v
t


ds

v
dt



加  速  度 
v

a
t


dv

a
dt



电流强度 
q

i
t


dq

i
dt



线 密  度 
m

l
 

dm

dl
 

角 速  度 
t


 

d

dt
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数学上统称为函数的变化率。 

种群的生长率和死亡率； 

放射性物质的衰变率； 

用导数来度量某个量的变化速度、变化率， 

在实际应用中是 

很多的。如： 

经济函数的变化率（边际成本、边际收益、 

边际利润等）； 

资金流动比率，人口学中的人口增长速率； 

物理学中的光、热、磁、电的各种传导率； 

化学中的反应速率等等。 



19 

例3、某商品的生产量为 q 时，生产总成本为 C (q)， 

          导数 C’ (q) 称为边际成本，记为 M (q).   即 

( 1) ( )
( ) '( )

( 1)

C q C q
M q C q

q q

 
 

 

M (q) 的经济含义： 

当产量为 q 时，再多生产一个产品所多花的成 

本；也就是生产第 q+1 个产品的成本。 



20 

0x xo x

y

)(xfy 

C 0P
TM

Q





P

 y


x

0PP 

TPPP 00 

tanK 


tanlim




x

y

x 




 0
lim )( 0xf 

2、导数、微分的几何意义 

曲线上某一点处的切线斜率——导数的几何意义 

P0 的切线斜率 

切线方程 ))(( 000 xxxfyy 

)(
)(

1
0

0

0 xx
xf

yy 


法线方程 
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0x x

tan)( 0  xfK

o x

y

)(xfy 

C 0P
TM

Q





P

 y


x

dy

xxfMQ  )( 0

xxfdy  )( 0

y当       是曲线的纵坐标增量时， 

切线纵坐标对应的增量——微分dy 几何意义 
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例4、求椭圆                  上任一点       处 

2 2

2 2
1 ( 0)

x y
a b

a b
   

0 0
( , )x y

的切线方程；并由此证明：从椭圆一个焦点发出的任 

一束光线，经椭圆反射后，必经过它的另一个焦点。 
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