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§6 大数定律和中心极限定理  

一、问题的提出 

事件发生的频率为什么能作为事件概率的估计？ 

样本均值为什么可以作为总体期望的估计？ 

在概率统计中，正态分布为什么极其重要？ 

统计推断的理论基础是什么？ 
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二、大数定律 

1、切比雪夫（Chebyshev）不等式： 

若随机变量ξ 具有数学期望 Eξ 和方差 Dξ ， 
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切比雪夫不等式的意义： 

反映的是随机变量 X 的取值落在其数学期望的 

 ε 邻域内的概率不小于  1-σ2/ ε2 . 它的意义在于 

当随机变量的数学期望和方差已知时，可以估 

计随机变量 X落在以数学期望为中心的某一区 

间内的概率的一个下限。 
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证明：仅对离散型随机变量证明， 

设 ξ 是一个离散型随机变量， 其分布律为 
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例1、在每次试验中，事件 A 发生的概率为0.75，利用 

      切比雪夫不等式，求 n 需要多大时才能使得在 n 次 

      重复独立试验中事件 A 出现的频率在0.74 ~ 0.76之 

      间的概率至少为0.90 . 
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2、切比雪夫（Chebyshev）大数定律： 

设             是相互独立的随机变量序列 1 2
, , , ,
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  

（即对每个正整数 n ≥ 2 ,                      是相互独立的） 1 2
, , ,

n
  

相应的数学期望依次为 1 2
, , , , ,

n
E E E  

方差依次为 1 2
, , , , ,

n
D D D   若 ( 1, 2, ) ,

i
D L i  

这里 L 是与 i 无关的常数， 0 , 则对于        成立 
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由切比雪夫不等式得， 0 , 对于        成立 
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令 n → ∞ ，由极限的夹逼性得 
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推论： 
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3、辛钦大数定律： 

设    是相互独立、具有相同分布的随机变量 { }
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4、Bernoulli大数定律： 

设 ξ 为 n 重 Bernoulli 试验中事件 A  发生的次数， 

则当 n 无限增大时，事件 A 发生的频率      依 
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 
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大数定律的意义： 

大数定律深刻地揭示了随机事件概率与频率间的 

关系，大数定律从大量独立重复试验中测量值的平均 

值出发，以严格的数学形式证明了平均值和频率的稳 

定性，同时表达了这种稳定性的含义。 

具有相同数学期望和方差的独立随机序列的算术平均

值依概率收敛于数学期望。 

当 n 足够大时，算术平均值几乎是一常数。 

算术 

均值 

数学 

期望 
可近似代替 



10 

例2、设随机变量 X1, X2, …,Xn, …相互独立，服从相 

同的分布，E(Xi ) = 0， D(Xi ) = σ2，且 
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试证明： 



三、中心极限定律 

1、独立同分布的中心极限定理： 

设    是相互独立、服从同分布的随机变量序列， { }
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这一定理可以得到如下结论： 
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 
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例3、计算机在进行加法时，对每个加数取整（取为最 

      接近于它的整数），设所有的取整误差是相互独立 

      的，且它们都在 (-0.5,  0.5) 上服从均匀分布。 

1）若取1500个数相加，问误差总和的绝对值超过15的 

      概率是多少？ 

2）可将几个数加在一起使得误差总和的绝对值小于10 

      的概率为0.90 ？ 
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2、棣莫弗-Laplace积分极限定理： 

设           a, b (a<b) 为常数，则当n充分大时， ( , ) ,B n p

成立 0 0
( ) .

b np a np
P a b

npq npq


    
          

   
其中 q = 1- p . 

3、棣莫弗-Laplace局部极限定理： 

设           则当n充分大时，成立 ( , ) ,B n p
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其中 q = 1- p . 
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中心极限定理的意义： 

中心极限定理说明，即使有些原本并不服从正态 

分布的一些独立的随机变量，它们的总和的分布渐近 

地服从正态分布。一般来说，这些随机变量受到大量 

独立的因素中每项因素的影响是均匀的，微小的，没 

有一项因素起特别突出的影响。那么这些随机变量的 

和的分布近似于正态分布。 
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例4、从一大批发芽率为0.9 的种子中随意抽取1000粒， 

      试估计这1000粒种子发芽率不低于0.88的概率。 

例5、假定100 00个同龄人参加人寿保险，在一年里这 

      些人死亡率为0.1%，参加保险的人在一年的第一天 

      交付保险费80元，死亡时，家属可从保险公司领取 

      20 000元的抚恤金。求 

1）保险公司一年中获利不少于60 000元的概率； 

2）保险公司亏本的概率是多少？ 
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大数定律与中心极限定理有什么异同和联系： 

大数定律与中心极限定理的相同点 

大数定律与中心极限定理的不同点 

大数定律与中心极限定理的联系 


