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§6   线性方程组

解线性方程组常用的三个方法：

1）Crammer 法则；

2）消元法；

3）利用矩阵的秩讨论线性方程组的解的情况。

秩是求解线性方程组的核心概念！
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一、利用矩阵的秩讨论线性方程组

设线性方程组 11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

即： 1 1n m m n
A X B

  


我们已介绍过消元法解线性方程组实质是，

用行初等变换化线性方程组的增广矩阵为阶梯形

同解的线性方程组。

矩阵，因为行等价的矩阵对应的线性方程组是
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阶梯矩阵为：
11 12 1 1 1

22 2 2 2

1

0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0

r m

r m

rr rm r

r

c c c c d

c c c d

c c d

d


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1）若 1
0 ,

r
d


 意味着 ( ) ( )r A r A

则方程组无解；
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2）若
1

0 ,
r

d

 且 ( ) .r A m 即 ( ) ( )r A r A m 

方程组未知个数

A
若干初等行变换

阶梯形矩阵

再经有限次的
初等行变换

1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

m

d

d

d

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

则方程组有唯一解

1 1

2 2

m m

x d

x d

x d


 


 

写成矩阵形式
1

2

m

x

x

x

 
 
 
 
 
 

1

2

m

d

d

d
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且 ( ) .r A m 即 ( ) ( )r A r A m 

A

经有限次的
初等行变换

1 1 1 1

2 1 2 2

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

r m

r m

rr rm m

c c d

c c d

c c d







   
   
 
 
 

   
 
 
 
 
 

有r 个独立未知量，r 个独立方程，

则此方程组有无穷多组解。

1
0 ,

r
d


3）若

方程组未知个数

m-r 个自由未知量。
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对应的线性方程组

1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

r r m m

r r m m

r rr r rm m r

x c x c x d

x c x c x d

x c x c x d

 

 

 

     
      


      

移项后得： 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

r r m m

r r m m

r rr r rm m r

x c x c x d

x c x c x d

x c x c x d

 

 

 

      
       


       

自由未知量的个数 m-r (A) 个

若令 1 1
,

r
x k


 2 2

,
r

x k

 ,

m m r
x k
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得： 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

1 1

2 2

r m m r

r m m r

r rr rm m r r

r

r

m m r

x c k c k d

x c k c k d

x c k c k d

x k

x k

x k

 

 

 







      
       




      



 


 

1 2
, , ,

m r
k k k

 为任意常数。
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定理：

对一般的m 元非齐次线性方程组 1 1n m m n
A X B

  


1）当 时，( ) ( )r A r A 方程组无解；

2）当 （未知量个数）时，( ) ( )r A r A m 

方程组有唯一解；

3）当 （未知量个数）时，( ) ( )r A r A m 

方程组有无穷多组解。
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相应的齐次线性方程组 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

m m

m m

n n nm m

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   


   


    

即：
1

0
n m m

A X
 



总是有解的， 1 2
0 ( 0 )

m
x x x X    

所以，齐次线性方程组只有两种情况

1）当 （未知量个数）时，( )r A r m 

方程组有唯一零解；

2）当 （未知量个数）时，( )r A r m 

方程组有无穷多组非零解。

r 个独立方程，m-r 个自由未知量。

此时，齐次线性方程组有r 个独立未知量，
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定理：

对一般的m 元齐次线性方程组 1
0

n m m
A X

 


（未知量个数）( )r A r m  方程组有非零解

方程组只有零解 ( )r A r m   （未知量个数）

推论1

如果齐次线性方程组 AX = 0 的方程个数n < m

未知量个数则方程组必有非零解。

推论2

有非零解 0 ,A  0 .A 

n个方程n 个未知量的齐次线性方程组

只有零解
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二、线性方程组解的结构

（一）先讨论齐次线性方程组

性质1

0AX  的解具有以下性质：

如果 是AX = 0 的两个解向量，(1) (2)
,

m
x x R

则 也是AX = 0 的解。(1) (2)
x x

性质2

则 也是 AX = 0 的解。( )j
x

如果 是AX = 0 解向量， 是数，( )j m
x R 

齐次线性方程组的解的两个性质说明：

如果 是AX = 0 的解(1) (2) ( )
, , ,

p m
x x x R

向量，则它们的线性组合 (1) (2) ( )

1 2

p

p
x x x    

1
, ,

p
R  仍是 AX = 0 的解向量。
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定义 若向量组 满足 ( )

1

p
j

j
x



1）每个向量 都是 AX = 0的解，( )j
x

2）向量组中所有向量线性无关，

3）AX = 0 的任意一个解都能够用 线性表示 ( )

1

p
j

j
x



则称 为该齐次线性方程组AX = 0 的一个 ( )

1

p
j

j
x



基础解系，称 （ 是任意常数）为( )

1

p
j

j

j

x


 j


该齐次线性方程组 AX = 0 的通解。
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定理1 设
n m

A R
 ( )r A r m  未知量个数

那么齐次线性方程组AX = 0 的每个基础解系中

恰有m-r 个解 ，
(1) (2) ( )

, , ,
m r

x x x


( )

1

p
j

j

j

x x


 ( 1 , , )
j

j m r   为常数。

证： 0AX  ( )r A r m  则方程组必有非零解，

对系数矩阵A 施以有限次初等行变换化成

标准形矩阵

而且该方程组的任意一个解x 都可以表示为



2011/9/3 14

其同解的线性方程组为
1 11 1 1

2 21 1 2

1 1

0

0

0

r m r m

r m r m

r r r rm r m

x b x b x

x b x b x

x b x b x

 

 

 

   


   


    

1
, ,

r m
x x

其中 是m-r 个自由未知量，取

得：1 1
,

r
x k




2 2
,

r
x k


 ,

m m r
x k




11 1

21 2

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

m r

m r

r rm r

b b

b b

b b







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0

r
I B 

  
 

标准形
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写成向量
的形式：

1

2

1

r

r

m

x

x

x

x

x



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11

1

1 1

0

0

r

b

b

k

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

12

2

2 0

1

0

r

b

b

k

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1

0

0

1

m r

rm r

m r

b

b

k







 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

1 11 1 1

2 21 1 2

1 1

1 1

2 2

m r m r

m r m r

r r rm r m r

r

r

m m r

x b k b k

x b k b k

x b k b k

x k

x k

x k

 

 

 







   


   




   



 


 

1
( , , )

m r
k k R
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即
1

2

1

r

r

m

x

x

xX

x

x



 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

11

1

(1)
1

0

0

r

b

b

x

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

12

2

(2)
0

1

0

r

b

b

x

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1

( )
0

0

1

m r

rm r

m r

b

b

x







 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

所以，齐次线性方程组的通解为：
(1) (2) ( )

1 2

m r

m r
x x x x   


    1

( , , )
m r

R 



(1) (2) ( )
, , ,

m r
x x x

 就是AX=0 的一个基础解系。

( )

1

m r
j

j

j

x x




其解

是AX=0 的通解，包含了其全部解。

满
足
定
义
的
三
条
件

m r

B

I


 
 
 

的
列
向
量
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例1、求齐次线性方程组一个基础解系，并求其通解。

1 2 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0

2 0

4 2 6 5 0

2 4 2 4 16 0

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

   


    


    
     



2011/9/3 18

求齐次线性方程组 An×mXm×1=0 的通解的方法：

10 先求解基础解系，在求其通解（一般解）

① 对方程组系数矩阵A 作初等行变换化为标准形矩阵

0 0

r
I B 

 
 

必要时交换列的位置，此时变量也要相应交换

当 r < m  时，方程组有非零解；

当 r = m  时，方程组只有零解。

②由标准形矩阵求出齐次线性方程组的一个基础解系

m r

B

I


 
 
 

即 的列向量；

③按齐次线性方程组解的结构写出其通解：

( )

1

m r
j

j

j

x x
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20 先求一般解，再从中找出基础解系，

①对方程组系数矩阵A 作初等行变换化为标准形矩阵

0 0

r
I B 

 
 

必要时交换列的位置，此时变量也要相应交换

当 r < m  时，方程组有非零解；

当 r = m  时，方程组只有零解。

②由标准形矩阵直接写出方程组一般解（向量形式）

③从中找出其基础解系，写出其通解。
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（二）非齐次线性方程组

AX = B 的解具有以下性质：

性质3 如果 是 AX = B 的两个解，(1) (2)
,x x

则 是其对应齐次线性方程组AX = 0 的解(1) (2)
x x

性质4

则 仍是AX = B 的解。( ) *j
x x

如果 是AX = B 的解，
*

x

由性质3可知：

则当r < m 任一解x 总可表示为
* *

( )x x x x   * ( )j
x x 

再由性质4可知：
* ( )j

x x x 

也就取遍了AX = B 的全部解（即通解）.

( )j
x 对应AX = 0 的解，

( )j
x当 取遍其AX = 0 的全部解

如果 是AX = B 的解，
*

x

（即通解）时，
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定理2 设 是AX = B 的一个解（特解）0
x

当 ( ) ( )r A r A r m  

对 AX = B 有无穷多组解，对AX = 0 有非零解，
(1) (2) ( )

, , ,
m r

x x x
 是相应AX = 0 的一个基础解系

(1) (2) ( )

1 2 0

m r

m r
x x x x x   


    则

( )

0

1

m r
j

j

j

x x




  是 AX = B 的通解。

由定理2 及求齐次线性方程组的基础进解系和
通解的方法，可得到求

AnmXm1=B 的通解方法：
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① 对方程组的 作初等行变换化为标准形矩阵A

0 0 *

r
I B b 

 
 

②由标准形矩阵求出方程组的特解 x0 及对应齐次线性

具体如下：

ⅰ）如果标准形矩阵中＊的元素不全为零，

ⅱ）如果标准形矩阵中＊的元素全为零，那么
m r

B

I


 
 
 

列向量为对应AX = 0 的基础解系，

AX=B 的特解
0

0
m r

b
x



 
  
 

必要时交换列的位置，此时变量也要相应交换

注：若有列交换时，相应的
分量位置也要相应的交换。

③按AX = B 解的结构写出其通解：
( )

0

1

m r
j

j

j

x x x




 

10

方程组的基础解系x ( j ) ；

那么AX=B 无解
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20

0 0 *

r
I B b 

 
 

必要时交换列的位置，此时变量也要相应交换

② 由标准形矩阵可直接写出对应的齐次线性方程组

的一般解（向量形式），从中找出其基础解系；

③ 由标准形矩阵求出特解，从而得其通解。

① 对方程组的 作初等行变换化为标准形矩阵A

ⅰ）如果标准形矩阵中＊的元素不全为零，

那么AX=B 无解

ⅱ）如果标准形矩阵中＊的元素全为零，
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

3 1

2 3 1 2

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
     

例2、求非齐次线性方程组一个基础解系，并求其

通解。（两种方法）
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例3、讨论非齐次线性方程组解的情况（λ≠0 ）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 

 

 

 

   


   


   
    

对含参数的线性方程组解讨论，可分情形处理：

1）方程个数等于未知量个数时，有两种求解方法：

解法一

解法二

2）方程个数不等于未知量个数，或系数矩阵A 不含参

数，而常数项含参数，一般只能用初等行变换。


