


§2       矩阵

矩阵是线性代数主要的研究对象，在数学的许多

分支中有着重要的应用。许多实际问题可用矩阵来表
示，并可用线性代数的矩阵理论来解决。

本章主要讨论：

矩阵的概念及其运算；

逆矩阵；

初等变换与矩阵的秩；

线性方程组的求解。



一、矩阵的概念
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矩阵通常用大写字母A、B、C 等表示，

简记为 ( )
n m ij n m

A a
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列矩阵

1、定义 个实数

排成的 n 个行 m 个列的数表。

称为 的实矩阵，

为矩阵的元素，表示

第 i 行第 j 列交叉位置上的元素。



2、两个矩阵 A 和 B 相等

同型矩阵：矩阵 A 和 B 的行数与列数分别相同

只有两个同型矩阵才能讨论其相等。

两个矩阵 A 和 B 相等

 A和 B 同型矩阵，且对所有的 i 、j 满足 ij ij
a b

记为：A = B

3、n 阶方阵 行数与列数相等的矩阵

一般形式： 11 12 1
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4、单位矩阵
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6、对角矩阵
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5、数量矩阵
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7、三角矩阵

1）上三角阵    0 ,
ij ij
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即：

2）下三角阵    0 ,
ij ij
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8、零矩阵 0
n m

所有元素全为零 0 ( 1, , ; 1, , )
ij

a i n j m  

也即分量全是零的向量称为零向量。

9、负矩阵

设 ( )
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10、转置矩阵

设 ( )
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A a R




 

则转置矩阵 ( )
T

ij m n
A b


 其中

ij ji
b a

即矩阵的行（或列）换成列（或行）所得的矩阵。

列向量表示 a b、
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行向量表示 T T
a b、

1 2
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a a a a显然，对 ,A ( )

T T
A A



二、矩阵的运算

1、加法

设 ( )
ij n m

A a
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ij n m
B b R




 

定义 ( )
ij ij n m

A B a b


   ( 1, , ; 1, , )i n j m 

矩阵的加法满足如下运算规律：

1) A B B A  

2) ( ) ( )A B C A B C    

3) ( )
T T T

A B A B  

4) 0A A 

5) ( ) 0A A  



2、减法
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A B A B a b
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3、数乘

设 数 R ( )
n m

ij n m
A a R




 

定义：数乘为 ( )
ij n m

A a 




矩阵的数乘满足如下运算规律：

1) ( ) ( )A A  

2) ( )A A A     

3) ( )A B A B    
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4、乘法

设 ( )
n m
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A a R
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定义矩阵 与 的乘积为：A B
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a b a b a b


  

表示：
n m m p

A B
  的第 行第 列交叉位置 处i j ( , )i j

的元素等于 的第 行元素与 的第 列元素对
应相乘后加起来。

A i B j

注意： 与 可相乘，即 有意义的条件是A B AB

BA 列数必须等于 的行数。

结果是 AB乘积 的行数等于 的行数，A

列数等于 的列数。B



例：设
1 4 2

1 4 2
A
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1 3
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则 与 可相乘为：
2 3

A
 3 2

B


A B 
15 14

15 14

 
 
 

那么 ?B A

首先根据两矩阵相乘的条件判断是否可相乘，

B A 

即第一矩阵的列数=第二矩阵的行数。

1 4 2

4 16 8

7 28 14

  
 
  

  

显然， 与 是两个
不同型矩阵。

AB BA



一般情况下，矩阵的乘法是不满足交换律的。

也未必是同型矩阵；

① 与 不一定可相乘；B A

②即使 与 可相乘（如上例），那么 与B A AB BA

A B假设 与 可相乘

③即使 与 是同型矩阵，一般情况下，AB BA

.AB BA

所以，矩阵的乘法是有次序的。

为了区别：规定 称为 左乘 ；AB A B

BA 称为 右乘 .A B
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矩阵的乘法满足如下运算规律：
1) ( ) ( )AB C A BC

2) ( )A B C AC BC  

3) ( )A B C AB AC  

5) ( ) ( ) ( )k AB kA B A kB  k 为任意常数

6) ( )
T T T

AB B A

7）任何方阵A 与其本身总是可以相乘的，记A 的

次幂为：k
k

k

A A A A 

且规定
0

A I

矩阵究竟有何实际意义呢？



列昂杰夫投入—产出模型

ija

( )
ij n n

A a


 为投入-产出矩阵

ija

从经济角度来看，每个部门都有双重身份：

1）作为生产部门生产出各种产品以满足各种需要-产出

2）作为消费者又消费着其他部门生产的产品- 投入

设国民经济（或某地区的经济）有 n 个经济部门，

假定每个部门只生产一类产品（简单起见），

用货币来表示各个部门所生产的产品与消耗的商品。

其中 为投入系数，且非负的，其含义：

：每生产1万元第j 类产品所需消耗的第 i 类商品

的价值。



设n = 3 时，
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0.25 0.40 0.50

0.35 0.20

0.20 0.30 0.10

 
 

  
 
 

正常
投入系数是

小于1的正数

A: 第一列表示生产第一类商品所消耗的第一类商品、

第二类商品及第三类商品的价值（用货币表示）；

同理，第二（三）列表示生产第二（三）类商品
所消耗的各类商品的价值。

1
ij

a  表明：生产第j 类产品所消耗的第i 类产品的

价值反比j 类产品本身价值还要大。

若A 的每一列各元素之和大于1 。



例1：某厂向三个商店发送四种产品
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则发送的数量可用矩阵A 表示：

则四种产品的单价和单件重量
可表示为矩阵B ：

a i j  表示向第 i 店发送
第 j 种产品的数量

b i 1 表示第 i 产品的单价，

b i 2 表示第 i 产品的单件重量，
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总值和总重量的矩阵



例2、在群体遗传学中，若一种群体带有两种等位基因

1
a

2
a

将这两种等位基因用矩阵 表示，
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如果这个种群随机交配，就得到四种基因型

1 1 1 2 2 1 2 2
, , ,a a a a a a a a

雌亲体，第二个字母表示雄亲体），那么这种基因
组合可用矩阵
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来表示，

而相应的基因型的可能性可用

 T
p

PP p q
q

 
  
 

2

2

p pq

qp q

 
  
 

来表示。

和 ，它们的可能性分别为 p 和 q （p + q = 1）.

相应的可能性用 表示。

（这里每对中的第一个字母表示



线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2
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写成矩阵的形式 AX B

其中：
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系数矩阵
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解向量
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当B = 0 时, 0AX  为齐次方程组

称为零解或平凡解

当 时,0X  称为非零解或非平凡解

解线性方程组的问题变成了求矩阵X .

当X = 0 时,



三、分块矩阵及运算

1、定义 将一个矩阵用横线和纵线分成若干小块后所

得的矩阵称为分块矩阵。
例如：

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a
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称 为A 的子矩阵。st
A

2、加法

设 ( )
ij n m

A a
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B b R




 

定义 ( )
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A B A B  
  

同样的分块方式，相应的同型矩阵相加。



3、数乘
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4、乘法
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若A 的列数分法与B 的行数分法相同，即
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5、特殊的分块
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其中： 为A 的第 j 个列向量。j
a ( 1, , )j m

例如：n 维向量
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四、方阵与行列式的性质：

1. AB A B  B A BA  

2.
kk

A A

3.
T

A A


