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第三章 一元函数积分学 

      上一章我们讨论了一元函数的微分运算， 

这一章将讨论微分的逆运算—积分学。 

    因为我们不仅需要解决已知函数导数(或微 

分)的问题, 而且往往需要解决与导数(或微分) 

运算正好相反的问题: 

    已知物体运动速度 v(t) ，如何求物体运动 

的路程 s(t) ；已知曲线上各点的切线斜率 k(x) 

时，又如何求出曲线方程；在经济管理中，类 

似的问题还可提出很多。 
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一、实际问题 

A 

B 

C 

D 
S 

E 

F 

t 

t 

t 

联结行星和太阳之间的焦半径在相等的时间
内扫过相等的面积。 

关键：计算椭圆扇形的面积 

§1   定积分的概念性质基本定理 

1、Kepler 第二定律 （定积分思想的雏形） 
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2、面积问题 

设 f 是定义在 [a, b] 上的非负函数， 

围成的图形为曲边梯形。 

用矩形面积近似取代曲边梯形面积。 

a b x 

y 

o 
（四个小矩形） 

a b x 

y 

o 
（九个小矩形） 

( ),y f x由 

小矩形越多，矩形总面积越接近曲边梯形面积。 
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作区间 [a, b] 的一个分割： 

把 [a, b] 分成 n 个小区间 [ xi-1 ,  xi ] ， 

1
,

i i i
x x x


  长度为 i

 ，在 [ xi-1 ,  xi ] 上任取一点 
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x以       为底， 

小矩形面积： 
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n 个小矩形面积相加得 
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f  为高的 

0 如果分割越细，即             时， 

上述和式的极限存在，则曲边梯形的面积 
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二、定积分的定义 

bxxxxxaD nn  1210: 

定义 
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设 f 是 [a, b] 上的有界函数，对 [a, b] 的 

任意分割 
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  并记 

称为 Riemann 和， 
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 作和式 

max ,
i

i
x  记 

0 如果             时， Riemann 和的极限存在， 

称 f 是 [a, b] 上的可积函数， 

称此极限为 f 在 [a, b] 上的Riemann 积分， 
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积分变量 

积
分
号 

﹏﹏ 

被
积
函
数 

﹏﹏﹏ 
被
积
表
达
式 

( )
b

a
f x dx

积分上限 

积
分
下
限 

简称 定积分 
b

a
dxxf )(记作 

即 

说明 

1）定积分是面积的代数和，曲边梯形的面积 

就是定积分的几何意义； 
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( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt 

 
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(

分割，取点，求和，取极限。 

2）积分值与积分变量符号的选取无关，即 

但与被积函数及积分区间有关； 

i
3）定义中区间的分法及     的取法是任意的； 

 
a

a
dxxf 0)(4）规定 

a b当          时， 

5）计算面积的途径（即计算定积分） 



8 

提出两个基本问题： 

1）什么样的函数可积？ 

2）怎样求可积函数的定积分？ 

三、存在定理 

定理1 

定理2 

当函数  f  在 [a, b] 上连续时， 

称  f 在 [a, b] 上可积。 

设  f  是 [a, b] 上的有界函数， 

且只有有限个间断点， 

则  f 在 [a, b] 上可积。 



9 

n

i
xi 

 dxe
x

1

0
i

n

i

i xf 



)(lim

1
0










n

i

n

i

n n
e

1

1
lim 












n

n

nn

n
eee

n


21
1

lim

n

n

n

n

n

e

ee

n
1

1

1

)1(1
lim







1 e

n
xi

1


ni ,,1 

1

0

x
e dx例1、利用定义计算 

解： 不妨把 [0, 1] n 等分， 
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i
x

n
  取 
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例2、设函数 f 在 [0, 1] 上连续，且取正值。 

试证 
1 2

lim n

n

n
f f f

n n n

     
     

     

左式 

= 右式 
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四、定积分的性质 

性质1 （线性性质） 

[ ( ) ( )]
b

a
f x g x dx   

b

a

b

a
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设  f  和 g 是 [a, b] 上的可积函数， 

 、对任意常数 

f g  也 是 [a, b] 上的可积函数，且 

（可推广到有限个线性组合） 
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性质2 （可加性） 
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[ , ]c a b对任意一点                  ，则有 

无论 a、b、c 的相对位置如何，上式总成立， 

a b c 如 

( )
b

a
f x dx则 
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性质4 dxxfdxxf
b

a

b
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性质3 （单调性） 

性质5 （积分中值定理） 

( ) ( )f x g x如果在 [a, b] 上 

 
b

a

b

a
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( ) ( )( ) .
b

a
f x dx f b a  

设函数  f (x) 在 [a, b] 上连续， 

至少存在一点     ， 

则在 [a, b] 上 

1
( ) ( )

b

a
f f x dx

b a
 

  是 [a, b] 上的平均值。 
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证： ∵函数  f (x) 在 [a, b] 上连续， 

M m 、∴在 [a, b] 上必 

由单调性 

再由闭区间连续函数的介值定理 

],[ ba至少存在一点 
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积分中值定理的几何解释 

在区间 [a, b] 上至少存在一点    ，使得以 

区间 [a, b] 为底边， 以y = f (x) 为曲边的曲边梯形 

面积等于同一底边而高为     的一个矩形面积。 ( )f 
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 例3、证明 

证： 
2 1 1
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设                   在 上连续， 
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例4、设 f (x) 可导，且 

2 3
lim sin ( )

x

xx
t f t dt

t



 求 

解： 由积分中值定理 
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五、积分上限函数及其导数 

],[ bax

定理 设函数  f (x) 在 [a, b] 上连续， 

( ) ( )
x

a
F x f t dt 则函数                             在 [a, b] 上可导， 

( ) ( ) ( )
x

a

d
F x f t dt f x

dx
  且 

( )
x

a
f t dt称                  为变上限的积分， 

或为 f (x) 的积分上限函数。 
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补充： 
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设函数  f (x) 在 [a, b] 上连续， 

则有 1）当 g (x) 在 [a, b] 上可导时， 

2）当 g (x) ，h (x) 均在 [a, b] 上可导时， 
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例5、设                                       求 
2 2
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( , ) 例7、设 f (x) 在                内连续，且 f (x) > 0 ， 

0
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(0, )证明函数 在             内单调增加。 

例8、设 f (x) 在 [0, 1] 上连续，且 f (x) < 1 ， 

0
2 ( ) 1

x

x f t dt 证明 在 [0, 1] 上只有一个解。 

例6、求极限                                        0
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六、原函数 

原函数的定义： 

dxxfxdFor )()( 

xx 2)(
2 

设 f (x) 为定义在区间 I 上的函数，若 

存在函数 F (x) ，使其在 I 上的任一点， 

( ) ( )F x f x 都有 

则称 F (x) 为 f (x) 在I 的一个原函数。 

  xx cossin 
例： 

sinx 是 cosx 的一个原函数； 

x2 是 2x 的一个原函数。 
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( ) ( )
x

a
F x f t dt 再如                               ,  x∈ [a, b] ,  f (x) ∈R [a, b] ,  

则 ( ) ( ) ,F x f x 

( ) ( )
x

a
F x f t dt   正是  f (x) 在[a, b] 上的一个原函数 . 

如                    是            的一个原函数。 
sinx

a

t
dt

t
sin x

x
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原函数存在定理： 

问题： 

原函数的说明： 

)(xf

  )()()()( xGxFxGxF 


 0)()(  xfxf

CxGxF  )()(

如果 f (x) 在区间 I 上连续，则在 I 上 f (x) 的  

原函数一定存在。 

1）原函数是否唯一？ 

2）若不唯一，它们之间有什么联系？ 

)(])([ xFCxF 1） C 为任意常数 

∴ F (x) + C 都为 f (x) 原函数。 

2）若G (x) 和 F (x) 都为 f (x) 的原函数， 

( ) ( )G x F x C 则 

证： 

C 为任意常数 

C 为任意常数 
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七、微积分的基本定理 

( ) ( )
x

a
G x f t dt 

Newton-Leibniz 公式： 

设 f 是 [a, b] 上的连续函数，  F 是 f  的一个原函数， 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a 则 

证：记 由定义可知 

 G 是 f  的一个原函数， 又 F 是 f  的一个原函数， 

CxFxG  )()( [ , ]x a b当                时， 

( ) ( )
x

a
f t dt F x C 恒有 

( )C F a 取 x = a  得 

取 x = b  得 CbFdttf
b

a
 )()( )()( aFbF 

Newton-Leibniz 公式的意义 
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 例9、计算 
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例10、计算 

1

1

1

x


  2

1

21

1
dx

x例11、计算 

解：原式 对？ 错？ 


