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第十一章   概率 
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概率论与数理统计是研究随机现象统计  

规律性的一门数学学科。  

其应用极其广泛:  

在现实世界中存在大量的机遇和风险，概率 

统计可以为有效处理信息、正确作出决策、捕捉 

机遇、减少风险提供有力的工具。 

“数学的伟大使命是在混沌中发现有序” 



从数学模型进行理论推导，从同类现象中找出规律性。 

概率论是一门研究客观世界随机现象数量规律的 

数学分支学科。 

起源与博弈问题有关。 

16世纪意大利学者开始研究掷骰子等赌博中的一些 

问题；17世纪中叶，法国数学家  B . 帕斯卡、荷兰数学家 

荷兰数学家  C . 惠更斯 基于排列组合的方法，研究了较 

复杂 的赌博问题， 解决了“ 合理分配赌注问题”  

( 即得分问题 ) . 

概率论：  
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学说建立以后。 

  J .  伯努利；而概率论的飞速发展则在17世纪微积分 

第二次世界大战军事上的需要以及大工业与管理的 

复杂化产生了运筹学、系统论、信息论、控制论与数理 

统计学等学科。 

概率论成为 数学的一个分支的真正奠基人是瑞士数学家 

 对客观世界中随机现象的分析产生了概率论；使 
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数理统计：  

着重于数据处理，在概率论理论的基础上对实践中 

采集得的信息与数据进行概率特征的推断。 

数理统计学是一门研究怎样有效地收集、整理和 

分析含有随机性的数据，以对所考察的问题作出推断或 

预测，直至为采取一定的决策和行动提供依据和建议的 

数学分支学科。 

目前，概率论与数理统计进入其他自然科学领域的 

趋势还在不断发展。在社会科学领域，特别是经济学中 

研究最优决策和经济的稳定增长等问题，都大量采用 
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《概率论与数理统计》。 

法国数学家拉普拉斯 ( Laplace ) 说： 

“生活中最重要的问题, 其中绝大多数在实质上 

只是概率的问题。” 

英国的逻辑学家和经济学家杰文斯曾说： 

“概率论是生活真正的领路人, 如果没有对概率 

的某种估计, 那么我们就寸步难行, 无所作为。 
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复习 
加法原理：  

完成一件工作有n 个独立的途径(只要选择其中一个途径 

即方法就可完成这件工作),第一个途径有 m1 种方法，……  

第 n 个途径有   种方法，则完成这件工作共有  n
m

1 2 n
N m m m    种方法。 

乘法原理：  

完成一件工作须 n 个步骤(仅当n 个步骤都完成，才能  

完成这件工作)。第一步有m1 种方法，第二步有m2 种方法，…   

第n 步有 mn 种方法，则完成这件工作共有 

种方法。   
1 2 n

N m m m   
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排列：  

1. 从 n 个不同元素中任取出m               个，按照一定的顺序 ( )m n

排成一列，称为从n 个元素中取出m 个元素的一个排列。   

排列总数有：   
!

( )!

m

n

n
A

n m



 1 [ ( 1)]n n n m   

2. 从 n 个不同元素中有放回地取 m 个按照一定的顺序排成 

一列，其排列总数有：  N n n n   
m

n

组合：  

1. 从 n 个不同元素中取出m 个元素组合，不考虑元素的顺 

序，其组合总数为:  

!

m

m n

n

A
C

m


 
!

! !

n

m n m
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§1  概  率  

一、基本概念 

什么是随机现象？用两个简单的试验来阐明，试验是 

对自然现象进行一次观察或进行一次科学试验。  

试验1：  一袋中装有十个外形完全相同的白球，搅匀后从中  

试验2：  一袋中装有四白三黑三红大小形状完全相同的球， 

任取一球。  

搅匀后从中任取一球。  



对于试验1，根据其条件，就能断定其结果取出的必是  

白球。这类根据试验开始的条件，就能确定试验的结果所 

确定性现象。 反映的现象称为 

例如：  

1．标准大气压下水加热到100        ，必沸腾； 0
C

2．金属必导电； 

3．实系数奇次方程必有一实根。  

对于试验2，据其条件，在球没有取出之前，不能断定 

其结果是白球、红球或是黑球。  

这类在相同条件下重复进行观察或试验，每次试验的结  

随机试验。  它所对应的现象称为  随机现象。  

果不只一个，且每次观察或试验的结果事先不可预知的试验  

或观察，称为  
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1．掷一枚均匀的硬币，考虑出现哪一面；  

2．抽查生产流水线产品，是正品还是次品；  

3．观察一天电话总机接到的呼叫次数。  

例如：  

上述试验的共同特点是：  

试验的结果具有“不确定性”，不能断言其结果是什么，  

但是“大数次”重复这个试验，试验结果又遵循某些规律，  

这种规律称之为“统计规律”。正是“概率论与数理统计”  

研究的对象。  
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样本点： 每一个可能出现的结果，称为试验的一个  样本点， 

记为 

样本空间： 样本点全体构成的集合，记为   . 

样本空间中所含的样本点可以是有限的： 

例：检验血型  1
A   2

B   3
O   4

AB 

则   1 2 3 4
, , ,    

无限的： 例：测定溶液的浓度 则   0 1
x

x   

随机事件  在随机试验中，可能发生也可能不发生的事件，  

简称事件。通常用 A，B，… 表示。  

基本事件  仅含有一个样本点的随机事件。  

复合事件  含两个或两个以上样本点的随机事件。  

必然事件  必然会发生的事件，  

不可能事件  试验中不可能发生的事件，  

记为 
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例. 掷骰子试验  

基本事件：  k
  { 出现 k 点 }  k=1，2，……，6 . 

复合事件：  A= { 出现偶数点 }  

 B= { 出现的点数大于2小于6 } … 

必然事件:  Ω= { 出现小于 7 的点 }  

不可能事件:  φ= { 出现大于6 的点 }  

例. 考查地震震源  

x —震源经度  y —震源纬度  z —震源深度  

则Ω={（x,y,z）（x,y,z） V V 为三维空间某区域 }  
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二. 事件的关系和运算 

1. 包含 若事件A 发生,则事件B 一定发生，  

称事件B 包含事件A .  记为 B A A B或 

2. 相等 称事件A 与B 相等， B A若 且 A B

A B记为 

3. 事件的并(和) “事件A 与B 至少有一个发生”  

称其为事件A 与B 的并(和)事件，  

={ A与B 至少一个发生 }  A B A B记为 或 

可推广：  {             至少一个发生}  1 2
, ,

n
A A A

1 2 n
A A A

1

n

i
i

AU




1 1

lim
n

i i
n

i i

A AU U



 



有限个: 

无限个: 
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4. 事件的交(积) “事件A 与B 同时发生”  

称其为事件A 与B 的交(积)事件，  

= { A与B 同时发生 }  A B AB记为 或 

可推广：  

1 2 n
A A A

1

n

i

i

A




1 1

lim
n

i i
n

i i

A A



 



有限个: 

无限个: 

{             同时发生}  1 2
, ,

n
A A A

5. 互逆(对立)事件  

“事件A 与B 不能同时发生，但必须有一个发生”即  

称其为事件A 与B 是互逆(对立)事件， 

且 A B  A B 

A B A  记为 B A B  或 
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6. 互斥(互不相容)事件  

“事件A 与B 不能同时发生” 即 A B 

称其为事件A 与B 是互斥(互不相容)事件。 

注意：  1)  A 与     互为对立事件  A A A A A    

2) 当事件A 与B 互逆(对立)时,  A 与B 既不能同时发生， 

也不能同时不发生。即 

A 发生时，B 一定不发生, 而A不发生时, B 一定发生。 

3) 互不相容事件不一定是互逆事件。 

7. 差事件  “事件A 发生而B 不发生” ，称其为 

事件A 与B 之差事件，记为 A B AB

8. 完备事件组  

且 
1 2 n

A A A   

若            为两两互不相容的事件,  1 2
, ,

n
A A A

称            构成一个完备事件组。 1 2
, ,

n
A A A
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例1. 在检验某种圆柱形产品时，要求它的高度和直径都符合 
     规格才算合格。则 

“高度合格” 设为 A1 ，“高度不合格” 设为 A2 ， 

“直径合格” 设为 A3 ，“直径不合格” 设为 A4 ，  

均为基本事件； 

1）“产品合格” 、“产品不合格” 均为复合事件；  

2）事件“高度不合格” 必然导致“产品不合格” ，  所以， 

“产品不合格”这一事件包含“高度不合格”这一事件；  

3）“产品不合格” 就是“高度不合格” 与“直径不合格” 

之和 （并），即 A2 + A4 或  2 4
;A A

4）“产品合格” 就是“高度合格” 与“直径合格” 之 

积（交），即 A1 A3 或  1 3
;A A

5） “高度合格但直径不合格” 就是“高度合格”与 

       “直径合格”之差，即 A1 - A3 或 A1 A4 . 
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例2. 从一批产品中每次取出(不放回)一件进行检验，事件  

Ai ( i =1,2,3 ) 表示第 i 次取到次品，试用Ai 表示 

1 ) 三次中至少有一次取到次品； 

2 ) 三次中最多有一次取到次品； 

3 ) 三次中恰好有一次取到次品。 

解: 1 ) “ 至少 ” 
1 2 3

A A A

2 ) “ 最多 ” 1 2 3
A A A

1 2 3
A A A

1 2 3
A A A

1 2 3
A A A

3 ) “ 恰好 ” 1 2 3
A A A

1 2 3
A A A

1 2 3
A A A

例3. 在一次乒乓球比赛中设立奖金1000元。比赛规定谁先胜 

   三盘，谁获得全部奖金。设甲、乙二人的球技相当，现已 
   打了3 盘，甲两胜一负，由于某种特殊的原因必须中止比 
   赛。问这1000元应如何分配才算公平？ 
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三. 古典概率 

概率的直观描述：  

度量事件 A 发生的可能性大小的数称为事件 A 的概率， 

记为            .  ( )P A

概率的统计定义：  

对于一随机现象，如果在 n 次重复试验中，事件 A   

发生了 m 次，当 n 逐渐增大时，比值      稳定地在某一 
m

n
常数 p 附近摆动，则称此数 p 为事件 A 的概率，记为   ( )P A

注意：  称 m 为事件 A 在这 n 次试验中发生的频数；  

称       为事件 A 在这 n 次试验中发生的频率；  
m

n
而事件 A 的概率           是事件 A 在一次试验中 

发生的可能性大小。  

( )P A
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古典概型的定义：  

 样本空间有      由有限个样本点                  构成，这些样             1
,

n
 

本点所代表的基本事件两两互斥，且每次试验中各基本事件  

1
,

n
  的发生是等可能的。称这类随机现象的数学模型为 

古典概型。 

古典概率的定义：  

在古典概型中，若试验结果共有 n 个基本事件                 ，  1
,

n
 

即试验的所有可能结果的事件全体为                          ，而   1
{ , }

n
  

事件 A 由其中 m 个事件   1
, ( )

i im
m n   组成，则事件 A   

的概率  
( )

A m
P A

n
 

所包含样本点数

样本空间样本点总数
称为古典概率。  

其中             是由 n 个数字 1, 2, … , n 中指定的 m个不同的数。  
1
,

m
i i
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几何概率的定义：  

设平面区域 D 的面积为 S , 质点可等可能地落在 D 内的任 

意一点，区域 σ 是 D 的一部分，面积为 s , 设事件 

A = { 点落入σ } ，定义事件 A  的概率为： 

( )
s

P A
D S


 

的面积

的面积

类似地可以对线段或空间区域定义几何概率。 

问题： 

1）概率为 0 的事件为什么不一定是不可能事件？ 

2）概率为 1 的事件为什么不一定发生？ 
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x 

y 

0 1 

1 

设 E （如图）：随机地向长为 1 的正方形内投点； 

事件 A ：点投在阴影与非阴影的两个三角形内； 

事件 B ：点投在阴影与非阴影的交线上； 

则： 

( )
S S

P A
S


 阴 非阴

正

1 1
1 +1

2 2

1

 
 1

由于点可能投在正方形的对角线上， 事件 A 未必一定发生； 

0
( ) 0P B

S
 

正

而 

由于点投在正方形的对角线上， 

事件 B 发生了，即不是不可能事件。 



四、概率的公理化定义 

定义：  设 E 是随机试验，    是它的样本空间，对于 E 的每一  

事件 A 赋予一个实数，记作 P (A) ，称为事件 A 的概率。  

( )P A P (A) 也称为集合函数。  

集合函数          满足以下几条公理：  ( )P 

1）非负性：对      的任一子集，即事件 A 有    0 ( ) 1P A 

2）规范性：  ( ) 1P   ( ) 0P  

3）可列可加性：设可列个事件                      ，是一系列两两   
1 2
, ,A A

互不相容的事件，即         时，  i j
i j

A A  , 1, 2,i j 

则有  
1 2 1 2

( ) ( ) ( )P A A P A P A  

即  
11

i i

ii

P A P A
 



 
 

 
 则称这个集合函数        为概率。  ( )P 
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概率的性质：  

性质1（有限可加性）  

若 n 个（有限个）两两互斥事件  
1 2
, ,

n
A A A

即                        满足   1 2
, ,

n
A A A i j

A A  , 1, 2,i j 

则  
11

n n

i i

ii

P A P A


 
 

 
 或  

1 1

n n

i i

i i

P A P A
 

 
 

 
 

性质2（互逆事件的概率公式）  

( ) 1 ( )P A P A 

若 n 个事件                        构成一个完备事件组，   1 2
, ,

n
A A A

则 1 2
( ) ( ) ( ) 1

n
P A P A P A   
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性质3（单调性）  

设事件A 和 B 满足               ，则  A B

1) ( ) ( )P A P B 2) ( ) ( ) ( )P B A P B P A  

性质4（加法定理）  

任何两个事件 A 与B 的并事件的概率公式：   

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B  

可推广到有限个事件：  

设                       是 n 个事件，则 1 2
, ,

n
A A A

1 11

( ) ( )
n n

i i i j

i i j ni

P A P A P A A
   

 
  

 
 

1

1 2

1

( ) ( 1) ( )
n

i j k n

i j k n

P A A A P A A A
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五、古典概型的例子 

例1、一次投二颗骰子，求  

1）事件 A 出现的点数之和等于 3 的概率。   

2）事件 B 为出现的点数之和为奇数的概率。  

注意： 找出基本事件组成的样本空间，必须是等概率的； 

同一问题可以取不同的样本空间解答。取到的样本空间 

越小，计算会越简单。  
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例2、一个口袋中有10 个白球3 个红球，质地大小均一样，某人  

1）从中任取一球，求取得是白球的概率；  

2）从中任选取4 个球，求取得的球为两白、两红的概率。  

一般地，若一个袋中有质地大小相同的 m+n 个球，其中   

m 个白球，n 个黑球，那么从中任取 a+b 个球， 

取出的球中恰好有 a 个白球，b 个黑球的这个事件 A 的概率 

,a m b n 

为 ( )
a b

m n

a b

m n

C C
P A

C
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例3、两封信随机地向标号为Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ的4个邮筒投寄，  

求：1）前两个邮筒内没有信的概率 
    2）第Ⅱ个邮筒恰好被投入一封信的概率。  

例4：区长办公室某一周内曾接待 9 次来访，这些来访都是 

          周三或周日进行的，是否可以断定接待时间是有规定的？  
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例5、盒中有6只灯泡，其中有2只次品，4只正品，  

1）有放回地从中任取两次，每一次取一只；  

2）无放回地从中任取两次，每一次取一只；  

3）从中任取二只（指一次抽取二只）.  

求下列事件的概率： A = { 取到的二只都是次品 }   

B = { 取到的二只中，正、次品各一只 }   

C = { 取到的二只至少有一只正品 }   

注：无放回地逐次抽取 m 次每次一只 =  一次抽取 m 只；  

如果不是有放回抽取时，就统称任意取出m 个。  
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例6、（抽签问题的模型）  

箱中有     个白球，    个黑球，假定它们的大小重量相同。    

1）从中任取 a + b 个球，问取出的球中恰好有有 a 个白球， 

b 个黑球的概率。 ( , )a b  

2）从中随机任意地连续一个一个地摸出来（不放回）， 

求第 k 次（                           ）摸出黑 球的概率。  1 k    

注：2）中所求事件的概率与 k 无关，即每一次摸到黑球的概率   

是一样的，这是抽签问题的模型，即抽签时各个机会均等，  

与抽签先后的顺序无关，所以抽签时不必争先恐后。  
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例7、（分房问题的模型）  

将 n 个人等可能地分配到 N 个房间，试求： 

1）恰好有n 个房间中各有一个人的概率；   

2）某指定的n 个房间中各有一个人；   

3）至少有两个人在同一房间中 ； 

4）每个房间至多有一个人；   

5）某指定的房间中恰有m 个人。   

注意： 








人 

“房” “人” 








生日 

球 盒子 

信 信封 

钥匙 门匙 
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例8、某人一次写了n 封信，并分别在 n 个信封上写下这 n 封信 

的地址。如果他任意将这 n 封信纸装入写好地址的 n 个信封 

问至少有一封信和信封是匹配的概率是多少？ 

球与盒子的 “ 匹配问题 ”  
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