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§7   极值 
一、问题的提出 

   实例：某商店卖两种牌子的果汁，本地牌子每
瓶进价2 元，外地牌子每瓶进价 2.4 元，店主估计，
如果本地牌子的每瓶卖 x 元，外地牌子的每瓶卖 y 

元，则每天可卖出 70 - 5x + 4y  瓶本地牌子的果汁, 

80 + 6x - 7y 瓶外地牌子的果汁,问：店主每天以什
么价格卖两种牌子的果汁可取得最大收益？ 

每天的收益为 

),( yxf )4570)(2( yxx  )7680)(4.2( yxy 
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二、多元函数的无条件极值 

二元函数极值的定义:  

设函数 f (x, y) 在点 (x0, y0) 的某邻域内有 

极大值点 (或极小值点). 

极大值 (或极小值). 

称 (x0, y0) 为函数  f  的一个 

称 f (x0, y0) 为相应的 
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例如: 

在点(0, 0)有极小值； 

在点(0, 0)有极大值； 

在点 (0, 0) 无极值。 
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定理1 (极值的必要条件) 

则必有 
0 0 0 0

( , ) 0 , ( , ) 0 ,
x y

f x y f x y  

驻点。 

说明: 1) 使偏导数都为 0 的点称为驻点； 

2) 偏导数存在的前提下，极值点必是驻点， 

但驻点不一定是极值点； 

设函数 f (x, y) 在点 (x0, y0) 取得极值，且  f 在 

在点 (x0, y0) 处的一阶偏导数存在， 

这样的点 (x0, y0) 称为 

如： z = xy 在点 (0, 0) 是驻点，但不是极值点。 
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3) 偏导数不存在的点也可能是极值点。  

如： xyxfz  ),(

在Oxy 平面整个 y 轴上的每一点 (0, y) 都是 f 的        

极小值点， 但在这些点上 f 关于 x 的偏导数均 

不存在。  
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定理2 (极值的充分条件) 

一阶和二阶连续偏导数，且 0 0 0 0
( , ) 0 , ( , ) 0 ,

x y
f x y f x y  

令 0 0
( , ) ,

xx
A f x y

0 0
( , ) ,

xy
B f x y 0 0

( , ) .
yy

C f x y

则:   1) 当                      时， 0
2  BAC

0A 时,  

不能确定，需另行讨论。 

设函数 f (x, y) 在点 P0(x0, y0) 的某邻域内具有 

设函数 f (x, y) 在点 P0(x0, y0) 具有极值： 

f (x0, y0) 为极小值， 

0A 时,  f (x0, y0) 为极大值； 

 2) 当                      时， 
2

0AC B   f (x, y) 没有极值； 

 3) 当                      时， 
2

0AC B 
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求函数 f (x, y) 极值的步骤: 

1) 在其定义域范围内求出驻点、偏导数及 

不存在的点； 

2) 对于驻点，求出相应点的A、B、C 用极值的 

充分条件来判定； 

3) 对于偏导数不存在的点，或 AC-B2 = 0 的点，  

用极值定义判别。 
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2

2 2 31 ( )z x y  例2、求函数                               的极值。 

( , ) ( ) ,f x y xy a x y   0a 例1、求函数                                                      的极值。  

在点 (0, 0) 是否取得极值。  

例3、讨论函数                    及 
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三、多元函数的最值 

函数 f 在闭域上连续 

函数  f 在闭域上可达到最值 

 最值可能点   
驻点 

边界上的所有点 

比较其大小， 最大为最大值、最小为最小值。 

特别当区域内部最值存在, 且只有一个极值点P 时，        

f (P)为极小    值 (大) f (P)为最小    值 (大) 
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2 2
( , ) 1f x y xy x y  

 2 2
( , ) 1, 0, 0D x y x y x y     内的最大值。 

例4、求函数                                           在区域 

2 2
1

x y
z

x y




 
例5、求                            最值。 

例6、求                                              的极值和最值。 
2 2

2 2 ( )
( , ) ( )

x y
f x y x y e
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       实例、小李有200元钱,他决定用来购买两种物品
DVD光盘和 CD 光盘。设他购买 x 张 DVD 光盘、 y

张 CD 光盘达到最佳效果，效果函数为：  

( , ) ln lnU x y x y 

设每张 DVD 光盘 8 元，每张 CD 光盘 4 元。问他
如何分配这 200 元以达到最佳效果？ 

问题的实质： 

求                    在条件 ( , ) ln lnU x y x y 

20048  yx 下的极值点。 

四、条件极值 
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极值问题 
无条件极值: 

条件极值: 

对自变量只有定义域限制 

对自变量除定义域限制外还有 

其它条件限制 

1、定义 对自变量有一定限制的条件下，求某个 

多元函数的极值 
约束条件 

目标函数 

1
( , , ) 0

n
G x x 

1
( , , )

n
F x x

条件极值问题 
1

min ( , , )
n

F x x

1
( , , ) 0

n
G x x 

maxor F

条件极值 称为 
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2、条件极值及其求法 

方法1   代入法 

转
化 

求目标函数 的无条件极值问题 ( , ( ))z f x x

从条件 g (x, y) = 0 中解出 ( )y x

x y

dz dy
f f

dx dx
   ( )

x y
f f x    0

求函数 z = f (x, y)的极值在条件 g (x, y) = 0 下， 

0),( yxg
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转
化 

求目标函数 的无条件极值问题 ( , , ( , ))u F x y g x y

( , , ) 0G x y z 在条件            下, 

x x z x
u F F z      0

( , , )u F x y z求函数            的极值: 

从条件            中解出隐函数 ( , )z g x y( , , ) 0G x y z 

( )x
x z

z

G
F F

G


    



0( )
y

y z

z

G
F F

G


    


y y z y

u F F z     
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方法2   Lagrange  乘数法 

极值， 

求函数 ( , , ) ,u F x y z 在条件           下的 ( , , ) 0G x y z 

作Lagrange 函数： 

( , , , ) ( , , ) ( , , )L x y z F x y z G x y z  

( , , , )L x y z 化为           的无条件极值， 

0

0

0

0

x

y

z

L

L

L

L

 
  


 
  

即解方程组 求极值。 

( , )z f x y ( , ) 0g x y 

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y g x y  

( , , )L x y 

0

0

0

x

y

L

L

L
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3、函数的最值问题 

第二步：判别， 

•  比较驻点及边界点上函数值的大小 

•  根据问题的实际意义确定最值 

第一步：找目标函数，确定定义域及约束条件； 

http://gb.chinabroadcast.cn/3321/2005/07/14/782@622021_10.htm
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例7、求原点到曲面            上点的最短距离。 
2 2

( ) 1x y z  

例8、已知平面上两定点 A ( 1 , 3 ) , B ( 4 , 2 ) , 

试在椭圆 )0,0(1
49

22

 yx
yx

的圆周上  

求一点 C,  使△ABC 面积 S△最大。 

C

B

A

o

y

xE

D
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综合练习 

1、已知 
2 2

( , ) ( )( 2 ) ,f x y y x y x  

证明：当 f (x, y) 限制在每条过原点的直线上 

取值时， f (0, 0) 是极小值。 

2、求椭圆 x2 + y2 = 1 上一点，使其到直线 2x + 3y = 6   

的距离最短。 

3、求函数 f (x, y) = 2x2 + 6xy + y2= 1 在椭圆域 

2 2
2 3x y  上最大和最小值。 


