
 

答案与提示 

第九章 级数 

 

§1 数项级数 
 

1．（1）发散；（2）发散；（3）收敛，和为 1；（4）收敛，和为 21 ； 

（5）收敛，和为
5

1
；（6）发散；（7）收敛，和为

4

1
；（8）收敛，和为

4


。 

2．（1）
nnnn  2)1(3

4
；（2）

3

4
。 

3．略。 

4．（1）收敛；（2）发散；（3）收敛；（4）收敛；（5）收敛；（6）收敛； 

（7）发散；（8）收敛；（9）收敛；（10）收敛；（11）收敛；（12）收敛； 

（13）发散；（14）收敛；（15）收敛；（16）收敛；（17）发散；（18）收敛。 

5．提示：（1）证明级数


1
2)!(n

n

n

n
收敛；（2）证明级数






1
)1(2

)!2(

n
nn

n
收敛。 

6．（1）收敛；（2）发散；（3）收敛。 

7．提示：若


1n

nx 收敛，则当n充分大时成立
nn xx 2 。反之，



1

2

n

nx 收敛，不一

定能推出


1n

nx 收敛。例如，


1
2

1

n n
收敛，但



1

1

n n
发散。 

8．提示：当
2

1
p 时，利用 










pnp

n

n
x

n

x
2

1

2

1
。当

2

1
0  p 时，结论不一定成

立。例如，
2

3

)(ln

1

nn

xn  （ ,3,2n ），


2n

nx 收敛，但


2n
p

n

n

x
发散。 

9．提示： }{ 1nnx 是单调增加数列。 

10．（1）当 0x 时条件收敛，当 0x 时绝对收敛；（2）当
2

1
|sin| x 时绝对收

敛；当
2

1
|sin| x 时条件收敛；当

2

1
|sin| x 时发散；（3）绝对收敛；（4）发

散；（5）条件收敛；（6）条件收敛；（7）发散；（8）条件收敛；（9）当 2|| x 时



 

绝对收敛；当 2|| x 时发散； 

（10）仅讨论 0, qp 的情况。当 1|| x 时绝对收敛。当 1|| x 时，发散。 

当 1x 时， 1p 时绝对收敛； 1p 时，若 1q ，绝对收敛，若 1q ，发散；

10  p 时发散。 

当 1x 时， 1p 时绝对收敛； 1p 时，若 1q ，绝对收敛，若 1q ，条

件收敛； 10  p 时条件收敛。 

11．不一定。例如级数  



222 )2(

1

12

1

4

1

3

1

2

1
1

nn
发散。 

12．不一定。 

13．收敛，提示 aan
n




lim 存在，且 0a 。 

14．提示：从 0
)(

lim
0


 x

xf

x
可知 0)0( f ， 0)0( f 。因此由 Taylor 公式可知

2

1

2

1

n

M

n
f 








，其中 |)(|max

]1,1[
xfM

x



。 

15．（1）1；（2）提示：作变换 tx tan 得 

1

1

1
tan

1

0

1

0 2
4

0 



  n

dttdt
t

t
xdxa n

n
n

n



。 

16．略。 

 

§2 幂级数 

 

1．（1） ),2()0,(  ；（2） )0,( ；（3） ),(  。 

2．（1）收敛半径 1R ，收敛域 )6,4[ ； 

（2）收敛半径 R ，收敛域 ),(  ； 

（3）收敛半径
3

1
R ，收敛域 










3

1
,

3

1
； 

（4）收敛半径 1R ，收敛域 ]0,2( ； 

（5）收敛半径 eR  ，收敛域 ),( ee ； 



 

（6）收敛半径 2R ，收敛域 ]2,2[ ； 

（7）收敛半径 1R ，收敛域 )2,0( ； 

（8）收敛半径 eR  ，收敛域 ),( ee ； 

（9）收敛半径
a

R
1

 ，收敛域 









aa

1
,

1
； 

（10）收敛半径 aR  ，收敛域 ),( aa 。 

3．（1）















;0,1

,0)1,1(,
1

1
ln

2

1

x

xx
x

x

x
且

 

（2）
2

2

)1( x

x


， )1,1(x ； 

（3）
)1)(12(

1

 xx
， 










2

1
,

2

1
x ； 

（4）
3)1(

)1(

x

xx




， )1,1(x ； 

（5）
3)1(

2

x

x


， )1,1(x ； 

（6）








;1,1

],1,1(,)1ln()1(

x

xxxx
 

（7）
















;0,0

,0)1,1(,
)1ln(

1

1

x

xx
x

x

x
且

 

（8）
22

2

)2(

2





x

x
， )2,2(x 。 

4．略。 

5．（1）12；（2） 
6

3
；（3） 2ln ；（4） 

9

3
2ln

3

1
 ； 

（5）
27

11
；（6） 2ln

4

3

8

5
 。 

6．（1） 32 )1(5)1(12)1(115  xxx ， ),( x ； 



 

（2） 
















0

1

2

1
)1(1

3

1

n

n

n

n x ， )1,1(x ； 

（3） 


 




2 )1(

)1(

n

n
n

x
nn

x ， ]1,1[x ； 

（4） 












1

1

)2(
2

)1(
2ln

n

n

n

n

x
n

， ]4,0(x ； 

（5）










1

2
1

)12(2

)1(

n

n
n

x
nn

， ]1,1[x ； 

（6） 




















1

23

4

)1(
3

1

4
n

n

n

n

x

n

， ]2,2[x ； 

（7） 


































0

12

0

2

6)!12(

)1(

2

3

6)!2(

)1(

2

1

n

nn

n

nn

x
n

x
n


， ),( x ； 

（8）









1

1

)1(
2

)1(

n

n

n

n

x ， )3,1(x ； 

（9）










0

12

)!12)(12(

)1(

n

n
n

x
nn

, ),( x ； 

（10） 


 







 

0 0 !

)1(

n

n
n

k

k

x
k

， )1,1(x 。 

7．（1） 946.0 ；（2） 905.0 ；（3） 487.0 。 

8．





















1

12

12

1
2

1

n

nx
nn

， ]1,1[x 。 

9．
23

2

)21(

2

x

x


， 










66 2

1
,

2

1
x 。 

10．提示：对 


 




0 )!1(

1

n

nx

n

x

x

e
两边求导，再取 1x 。 

11．  
2

2
22ln  。 

 

§3 Fourier 级数 

 



 

1．（1） 













 





1

1

2
sin

)1(
cos

)1(1

4 n

nn

nx
n

nx
n 


； 

（2） 


 




1
2

2cos
14

)1(42

n

n

nx
n

； 

（3） 


















1

1

1
2

sin
)1(

)()12cos(
)12(

1)(2

4 n

n

n

nx
n

baxn
n

baab


 。 

2．（1） 


 


1
2

2cos
41

12
sin

2 n

nx
n

A
x

AA


； 

（2） 


 


1
2

2cos
41

142

n

nx
n

AA


。 

3．（1） 





1

)12sin(
12

14

n

xn
n

； 

（2）


1

sin
1

n

nx
n

； 

（3） 






1
2

1

sin

)1(
2

sin2
2

n

n

nx
n

n
n





； 

（4） 


 




2

2 2
sin

1

2
sin

2

2
sin

1

n

x
n

n

n
n

x









。 

4．（1） 










1
2

)12cos(
)12(

14

2

2

n

xn
n


； 

（2） 





1

2

2

2cos
1

6 n

nx
n


； 

（3） 


























2
2

2cos1
2

sin
1

1

12
2cos

1

2

11

n

nx
n

nn
x




； 

（4） 


 




2
2

cos
1

1)1(2
)1(

1

n

n

nx
n

e
e





。 

5．（1） 














1
2

2 sincos
1

4
3

4

n

nx
n

nx
n


 ； 



 

（2） 












 





1

1

22 3
sin

)1(6

3
cos

])1(1[6

2

1

n

nn

x
n

n
x

n

n








； 

（3） 









1

)12(
sin

12

12

2 n

x
T

n

n

CC 


； 

（4） 


























1
22

3

22

33

sin
9

])1(1[
cos

9

])1(1[3

6

1

n

nn

xn
n

ne
xn

n

ee








； 

（5） 






1 5
sin

)1(
10

n

n

x
n

n




。 

6． 




















 


































2

2
2

.sin
4

)1(
sin

1

1

4

)1(
sin

1

1

2

5

cos
1

2

4

)1(
cos

1

1

4

)1(
cos

1

1

2

5

sin
8

275
cos

4

5
)22(

4

5

n

n

tn
n

n

n

n

tn
n

n

n

n

n

tt



















）（

。 

7． 


 


1
2

2cos
)41(

121
)(

n

nx
n

xf


， ],[ x ；





1

2 2

1

41

1

n n
。 

8． 






1

sin
)1(31

4

1

n

n

nx
n

。和函数在 10x 的值为 0，在 
2

21
x 的值为

8


 。 

9．提示： .)12cos()(
1

)12cos()(
1

0

0

12  






 
xdxnxfxdxnxfa n ，对第二个积

分作变换  tx 便得 012 na 。其它类似证明。 

10．（1）可取如下的延拓函数： 





























































,,
2

),(

,
2

,0),(

,0,
2

),(

,
2

,),(

)(
~













xxf

xxf

xxf

xxf

xf  

其中未给出定义的点可取函数值 0。 

（2）可取如下的延拓函数： 



 





























































,,
2

),(

,
2

,0),(

,0,
2

),(

,
2

,),(

)(
~













xxf

xxf

xxf

xxf

xf  

其中未给出定义的点可取函数值 0。 

11．（1） nn aa ~ （ ,2,1,0n ）， nn bb 
~

（ ,2,1n ）； 

（2） nCbnCaa nnn sincos~  ， nCanCbb nnn sincos
~

 （ ,2,1n ）； 

（3） 2

00
~ aa  ， 22~

nnn baa  ， nnn bab 2
~
 （ ,2,1n ）。 

12．略。 

13．
96

4
。 

 

§4 Fourier 变换初步 

 

1．（1）
22

2

a

a
；（2）

i2

1


；（3）

4

)2(2
4

2








。 

2．提示：（1）利用 

,)(cos)(
2

1

)](sini)()[cos(
2

1

)(e)(
2

1
)( )(

 

 

 

































dttxtfd

dttxtxtfd

xfdttfdxf txi












 

以及 f 是偶函数，则 0sin)( 



tdttf  ， 






0
cos)(2cos)( tdttftdttf  。 

 （2）与（1）类似。 

3．（1）略；（2） ||)( xex  。 

 


